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Normeret linezer differentialligning

» En differentialligning, der kan skrives p& formen
a(t)x +b(t)x =c(t)

hvor t € | | kaldes linezer.

Linezere
differentialligninger

Preben Alsholm

Normeret lineaer
differentialligning
Panserformlen
Eksempel 1
Eksempel 1 (fortsat)

Eksistens- og
entydighed

Eksistens- og
entydighed

Den homogene ligning
|

Den homogene ligning
Il

Den homogene ligning
11l

Den homogene
ligning: Eksempel 1

Den homogene
ligning: Eksempel 2
Den homogene
ligning: Eksempel 3
Den inhomogene
ligning |

Den inhomogene
ligning I1

Eksempel 1
Eksempel 2



Normeret linezer differentialligning
» En differentialligning, der kan skrives p& formen
a(t)x +b(t)x =c(t)

hvor t € | , kaldes linezer.

» Na&r (1) har den specielle form

X+ p(t)x=q(t)

siges den at vaere normeret.
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Normeret linezer differentialligning
» En differentialligning, der kan skrives p& formen
a(t)x +b(t)x =c(t)

hvor t € | , kaldes linezer.
» Nar (1) har den specielle form

X+ p(t)x=q(t)
siges den at vaere normeret.
» Eksempel 1. Differentialligningen

tx' +2x = te” t

hvor t € R, er linezer, men ikke normeret. Ved
normering fas

/ —
X +—-x=e
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Panserformlen

» Lad p,qg € C(I) hvor [ er et interval. S& er den
fuldstaendige Igsning til x' + p (t) x = q (t) givet ved

x(t) = e PO / ePWq () dt + Ce PO (4)

hvor P er en vilkarligt valgt stamfunktion til p, og hvor
C € R er en arbitraer konstant.
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Pa nserformlen differeLnitni:TIeirgeninger
|
» Lad p,qg € C(I) hvor [ er et interval. S& er den Preben Alsholm

fuldstaendige Igsning til x' + p (t) x = q (t) givet ved
x(t) = e P / ePWq () dt+ Ce PO (4)

Panserformlen

hvor P er en vilkarligt valgt stamfunktion til p, og hvor
C € R er en arbitrzer konstant.

» Bevis: Da eP(t) > 0 foralle t € /, har
x" 4+ p(t)x = q(t) de samme Igsninger som

X' () eP®) 4+ p (1) ePOx (t) = PV g (2)



Pa nserformlen differeLnitni:TIeirgeninger
|
» Lad p,qg € C(I) hvor [ er et interval. S& er den Preben Alsholm

fuldstaendige Igsning til x' + p (t) x = q (t) givet ved
x(t) = e PO / ePWq () dt+ Ce PO (4)

Panserformlen

hvor P er en vilkarligt valgt stamfunktion til p, og hvor
C € R er en arbitrzer konstant.

» Bevis: Da eP(t) > 0 for alle t € /I, har
x' 4+ p(t) x = q (t) de samme Igsninger som

X' ()" +p (1) " Ox (1) = "D (1)

» Men dette kan skrives % (ep(t)x (t)) — eP(f)q (1),



Linezere

Pa nserformlen differentialligninger

|
» Lad p,qg € C(I) hvor [ er et interval. S& er den Preben Alsholm

fuldstaendige Igsning til x' + p (t) x = q (t) givet ved
x(t) = e PO / ePWq () dt+ Ce PO (4)

Panserformlen

hvor P er en vilkarligt valgt stamfunktion til p, og hvor
C € R er en arbitrzer konstant.

» Bevis: Da eP(t) > 0 for alle t € /I, har
x' 4+ p(t) x = q (t) de samme Igsninger som

X () e"W +p (1) " Ox (1) = &g (1)

> Men dette kan skrives & (eP(t)x (t)) =eP(q (1),
> hvilket er ensbetydende med, at e”(!)x (t) er en
stamfunktion til e”(t)g (), dvs. ensbetydende med

eksistensen af en konstant C € R, s3

eP(t)x (1) = /eP<f>q(t) dt+C



Eksempel 1

» Eksempel 1. Vi betragter for t > 0 den normerede
differentialligning
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Eksempel 1

» Eksempel 1. Vi betragter for t > 0 den normerede
differentialligning

> Vihar p(t) = 2,q(t) = e '. Panserformlens P er
givet ved P (t) = [ 2dt =2Int.
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Eksempel 1

» Eksempel 1. Vi betragter for t > 0 den normerede
differentialligning

[ —
X +-x=ce€

> Vihar p(t) = 2,q(t) = e '. Panserformlens P er

givet ved P (t) = [ 2dt =2Int.
> S5 eP(t) = &2t — 12 g = P(t) = t=2. Hermed er den
fuldstaendige Igsning

x(t) =t"2 /th‘tdt+ Ct—

=t (—tle " —2te " —2e")+Ct?

2 2\ , C
= — 1+*+*2 e +7
t t t

hvor C € R.
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Eksempel 1 (fortsat)

> Lgsningerne kan skrives

(—e t (2 +2t+2)+ C) med t >0 og
med C € R.

x (t)

"
it
N
i)
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Eksempel 1 (fortsat)

> Lgsningerne kan skrives
x(t)=2%(—et (2 +2t+2)+ C) med t > 0 og

med C € R.
» Vi undersgger Igsningerne for t | 0 (dvs. t — 07).
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Eksempel 1 (fortsat)

> Lgsningerne kan skrives
x(t)=2%(—et (2 +2t+2)+ C) med t > 0 og
med C € R.

» Vi undersgger Igsningerne for t | 0 (dvs. t — 0T).

» Da —e ¢ (t2+2t+2) +C— —2+ Cfort |0, servi,

at x (t) — oo, nédr C > 2 og x (t) — —oo, ndr C < 2.
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Eksempel 1 (fortsat)

> Lgsningerne kan skrives
x(t)=2% (e " (?+2t+2)+C) med t >0 o0g
med C € R.

» Vi undersgger Igsningerne for t | 0 (dvs. t — 0T).

» Da —e ! (t2+2t+2) 4+ C— =2+ Cfort |0, servi,
at x (t) — oo, nédr C > 2 og x (t) — —oo, ndr C < 2.

» Hvis C = 2, vil talleren i x (t) g& mod nul, men det
samme ggr naevneren.
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Eksempel 1 (fortsat)

>

Lgsningerne kan skrives

x(t)=2% (e " (?+2t+2)+C) med t >0 o0g
med C € R.

Vi undersgger lgsningerne for t | 0 (dvs. t — 07).

Da —e ' (242t +2)+C — —2+ Cfort | 0, ser vi,
at x (t) — oo, nédr C > 2 og x (t) — —oo, ndr C < 2.
Hvis C = 2, vil telleren i x (t) g& mod nul, men det
samme gg@r naevneren.

Taylors graenseformel pa telleren

—e ! (£ + 2t +2) + 2 giver

—e (P +2u+2) +2= 28 +0 (1)
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Eksempel 1 (fortsat)

>

Lgsningerne kan skrives

x(t)=2% (e " (?+2t+2)+C) med t >0 o0g
med C € R.

Vi undersgger lgsningerne for t | 0 (dvs. t — 07).

Da —e ' (242t +2)+C — —2+ Cfort | 0, ser vi,
at x (t) — oo, nédr C > 2 og x (t) — —oo, ndr C < 2.
Hvis C = 2, vil telleren i x (t) g& mod nul, men det
samme gg@r naevneren.

Taylors graenseformel pa taelleren

—e ' (2 +2t+2) +2 giver

—e (P 42t+2) +2= 28 +0 (1)

Heraf fglger

1.3 4

+0(tY) 1 >
for t | 0.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Eksempel 1 (fortsat)



Linezere
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Preben Alsholm

» Lad p,g € C(I), hvor | er et interval. Lad ty € | og
xo € R. Begyndelsesvaerdiproblemet
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Eksistens- og entydighed

» Lad p,g € C(I), hvor | er et interval. Lad ty € | og
xo € R. Begyndelsesvardiproblemet

X' +p(t)x=q(t) med x(ty) = xo

har netop én Igsning og den er defineret pé hele
intervallet /.

» Den omtalte Igsning kan, ndr P valges som
P(t) = ftz p (s) ds skrives

x(t) = e*P(t)/ eP)q (s) ds + xge Pt)

to

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

ormeret
tiz

lineze
gr

Eksistens- og
entydighed




Ek5|5ten5— Og entydlghed differeLnitni:TIeirgeninger

|
Preben Alsholm

» Lad p,g € C(I), hvor | er et interval. Lad ty € | og
xo € R. Begyndelsesvaerdiproblemet

xX'+p(t)x=q(t) med x(ty) = xo

Eksistens- og

har netop én Igsning og den er defineret p& hele entydighed
intervallet /.

> Den omtalte Igsning kan, ndr P valges som
P(t)= ftz p (s) ds skrives

t
x(t) = e*P(t)/ ePS)g (s) ds + xge Pt)
to

> Beviset bestar blot i at bruge bestemt integration i
beviset for panserformlen ovenfor.



Eksistens- og entydighed

> Vi betragter linezre differentialligninger med konstante
koefficienter.

ax" + bxX' + cx = q(t) (5)

med g € C (/), hvor | er et interval. a, b, ¢ er reelle
konstanter og a # 0.
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Eksistens- og entydighed diferentaligninger
|
> Vi betragter linezre differentialligninger med konstante Preben Alsholm
koefficienter.
ax" + bxX' + cx = q(t) (5)

Normeret lineaer
t

med g € C (/), hvor [ er et interval. a, b, c er reelle
konstanter og a # 0.

> Setning. Lad tg €  og xp, vo € R.
Begyndelsesvaerdiproblemet for (5) med x (ty) = xp og
x" (ty) = wvo har netop én Igsning og den er defineret p&
hele intervallet /.
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Eksistens- og entydighed

> Vi betragter linezre differentialligninger med konstante
koefficienter.

ax" + bxX' + cx = q(t) (5)

med g € C (1), hvor | er et interval. a, b, ¢ er reelle
konstanter og a # 0.

> Setning. Lad ty € / og xp, vo € R.
Begyndelsesvaerdiproblemet for (5) med x (ty) = xp og
x" (ty) = wvp har netop én Igsning og den er defineret p&
hele intervallet /.

> Beviset springer vi over.
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Linezere

Ek5|5ten5— Og entydlghed differentialligninger

|
> Vi betragter linezre differentialligninger med konstante Preben Alsholm

koefficienter:
ax" + bxX' + cx = q(t) (5)

med g € C (1), hvor | er et interval. a, b, ¢ er reelle
konstanter og a # 0.

> Setning. Lad ty € / og xp, vo € R.
Begyndelsesvaerdiproblemet for (5) med x (ty) = xp og
x' (ty) = vo har netop én Igsning og den er defineret p&
hele intervallet /.

Eksistens- og
entydighed

> Beviset springer vi over.

» Eksempel. Den Igsning til differentialligningen
x" 4 3x" 4 2x = 20te3t, der opfylder
x(0)=0,x"(0) = —3% er

_ - 9 3t 9 —t
x(t)_<t 20>e +20e



Eksistens- og entydighed

> Vi betragter linezre differentialligninger med konstante
koefficienter.

ax" + bxX' + cx = q(t) (5)

med g € C (1), hvor | er et interval. a, b, ¢ er reelle
konstanter og a # 0.

> Setning. Lad ty € / og xp, vo € R.
Begyndelsesvaerdiproblemet for (5) med x (ty) = xp og
x" (ty) = wvp har netop én Igsning og den er defineret p&
hele intervallet /.

> Beviset springer vi over.

> Eksempel. Den Igsning til differentialligningen
x" 4 3x" + 2x = 20te3!, der opfylder
x(0)=0,x(0) =—% er

» Hvordan?
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Den homogene ligning |

> Vi betragter nu specialtilfeeldet hvor hgjresiden
q (t) = 0. En sidan linezr differentialligning kaldes
homogen:
ax"" +bxX'+cx =0 (6)

Stadig er a, b, ¢ reelle konstanter og a # 0.
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Linezere

Den homogene ||gn|ng I differentialligninger

» Vi betragter nu specialtilfeeldet hvor hgjresiden Freben Alsholm

q (t) = 0. En sidan linezr differentialligning kaldes
homogen:

ax" +bx'+cx =0 (6)
Stadig er a, b, ¢ reelle konstanter og a # 0.

» Vi begynder med at finde Igsninger af formen
x (t) = eRt, hvor R er en (muligvis kompleks) konstant.

Den homogene ligning
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Linezere

Den homogene ||gn|ng I differentialligninger

>

Vi betragter nu specialtilfeldet hvor hgjresiden Freben Alsholm

q (t) = 0. En sidan linezr differentialligning kaldes
homogen:
ax" +bx'+cx =0 (6)

Stadig er a, b, ¢ reelle konstanter og a # 0.

Vi begynder med at finde Igsninger af formen

x (t) = eRt, hvor R er en (muligvis kompleks) konstant.
Vi har x' = R eft, x" = R? eR*. Ved indszttelse i (6)
fas

Den homogene ligning
|

(aR> + bR+ c) et =0



Linezere

Den homogene ||gn|ng I differentialligninger

>

Vi betragter nu specialtilfeldet hvor hgjresiden Freben Alsholm

q (t) = 0. En sidan linezr differentialligning kaldes
homogen:

ax" +bx'+cx =0 (6)
Stadig er a, b, ¢ reelle konstanter og a # 0.
Vi begynder med at finde Igsninger af formen
x (t) = eRt, hvor R er en (muligvis kompleks) konstant.
Vi har x' = R eft, x" = R? ef*. Ved indsttelse i (6) it
fas Den homogene fning

(aR? + bR +c) eft =0

Dette betyder, at x (t) = ef* er Igsning til (6) hvis og
kun hvis
aR> 4+ bR+c=0 (7)
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v

Vi betragter nu specialtilfaeldet hvor hgjresiden
q (t) = 0. En sidan linezr differentialligning kaldes
homogen:

ax"" +bx'+cx =0 (6)

Stadig er a, b, ¢ reelle konstanter og a # 0.

v

Vi begynder med at finde Igsninger af formen

x (t) = eRt, hvor R er en (muligvis kompleks) konstant.
Vi har x' = R eft, x" = R? ef*. Ved indsttelse i (6)
fas

v

Den homogene ligning
|

(aR? + bR +c) eft =0

» Dette betyder, at x (t) = et er Igsning til (6) hvis og
kun hvis
aR?> +bR+c=0 (7)
> (7) kaldes karakterligningen for (6).



Den homogene ligning |l

» Satning. Hvis f; og £, er Igsninger til
ax" + bx' + cx = 0, s& er ogsa

f(t) = cifi(t) + cfr (t) Igsning, nar blot c1, ¢ er

konstanter.
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Den homogene ligning Il

» Satning. Hvis f; og £, er Igsninger til
ax" 4+ bx' + cx = 0, s& er ogsa
f(t) =cifi(t) + c2fr (t) Igsning, ndr blot ci, ¢ er
konstanter.

» Satning. Lad f; og f, veere Igsninger til
ax" + bx" + cx = 0. S& er den fuldstaendige Igsning
givet ved

x(t) = f (£) + cfs (t) (8)

hvis og kun hvis der findes et t; € IR s&
Wronskideterminanten

fi(to) £ (to)

W(tO): f1/<t0) '(zl(to) #0
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Linezere

Den homogene ||gn I ng I I differentialligninger

|
» Sztning. Hvis fi og £, er Igsninger til Preben Alsholm

ax" 4+ bx' + cx = 0, s& er ogsa
f(t) =cifi(t) + c2fr (t) Igsning, ndr blot ci, ¢ er
konstanter.

» Seatning. Lad f; og f, vaere Igsninger til
ax” + bx 4+ cx = 0. S& er den fuldstendige Igsning
givet ved

x(t) = afi (t) + ef (t) (8)

hvis og kun hvis der findes et ty) € R s3
Wronskideterminanten

fl (to) f2 (1_-0) :Jlen homogene ligning
W (ty) = 0
=] ) fw) |7
» Bevis. Som vist er enhver linearkombination af formen
(8) Igsning. Vi skal vise, at der ikke er andre.



Den homogene ligning Il

» Satning. Hvis f; og £, er Igsninger til
ax" 4+ bx' + cx = 0, s& er ogsa
f(t) =cifi(t) + c2fr (t) Igsning, ndr blot ci, ¢ er
konstanter.
» Seatning. Lad f; og f, vaere Igsninger til
ax” + bx 4+ cx = 0. S& er den fuldstendige Igsning
givet ved
x(t) = afi (t) + ef (t) (8)
hvis og kun hvis der findes et ty) € R s3
Wronskideterminanten
_ | () f(t)
w (tO) - fll (t0> f2/ (fo) 7’é 0
> Bevis. Som vist er enhver linearkombination af formen
(8) Igsning. Vi skal vise, at der ikke er andre.
» Lad da x = f (t) vaere en Igsning til
ax" + bx" + cx = 0. Vi skal vise, at der findes
konstanter ¢, ¢, s8 f (t) = c1fi.(t) + cfo (t)-

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den homogene ligning
1]



Den homogene ligning IlI

» Men sddanne konstanter m& opfylde det linezere
ligningssystem

C1f1<t0)+C2f2(t0) = f(to)
afi (o) +afy () = f'(t)

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Linezere
differentialligninger
af fgrste orden
Normeret linezer
differentialligning
Panserformlen
Eksempel 1
Eksempel 1 (fortsat)

Eksistens- og
entydighed

Lineare Differen-
tialligninger af
anden orden
Eksistens- og
entydighed

::)en homogene ligning

Den homogene ligning
1]
Den homogene ligning
1l

Den homogene
ligning: Eksempel 1
Den homogene
ligning: Eksempel 2
Den homogene
ligning: Eksempel 3
Den inhomogene
ligning

Den inhomogene
ligning Il

Eksempel 1
Eksempel 2



Den homogene ligning IlI

» Men sddanne konstanter m3 opfylde det lineaere

ligningssystem
lel(to)-i-szg(to) = f(to)
aff (to) +af () = f'(t)

» Dette system har Igsning for enhver hgjreside netop nér
dets determinant W (tp) # 0. Men funktionen
g (t) =cafi(t)+ cah(t) og f (t) opfylder samme
begyndelsesbetingelser i ty. | fglge
entydighedssaetningen har vi derfor f = g.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Normeret linezer
differentialligning

Panserformlen
Eksempel 1
Eksempel 1 (fortsat)
Eksistens- og
entydighed

Den homogene ligning
I

Den homogene ligning
1l

Den homogene
ligning: Eksempel 1
Den homogene
ligning: Eksempel 2

Den homo,
ligning: Eksempel 3

inhomogene
ligning |

Den inhomogene
ligning
Eksempel 1
Eksempel 2



Linezere

Den homogene ||gn|ng III differentialligninger

>

|
Men s&danne konstanter ma opfylde det linezre Preben Alsholm
ligningssystem

C1f1<t0>—|—C2f2<t0) = f(to)
aff (k) +afy () = f (t)

Dette system har Igsning for enhver hgjreside netop nar
dets determinant W (tp) # 0. Men funktionen

g (t) = cfi (t) + af (t) og f (t) opfylder samme
begyndelsesbetingelser i ty. | fglge
entydighedssaetningen har vi derfor f = g.

Den homogene ligning
1l

Setning. Der findes to Igsninger f; og f til
ax” + bx" 4+ cx = 0 for hvilke W (t) # 0.



Linezere

Den homogene ||gn|ng III differentialligninger

>

|
Men s&danne konstanter ma opfylde det linezre Preben Alsholm
ligningssystem

C1f1<t0)+C2f2(t0) = f(to)
afi (o) + afy () = f'(t)

Dette system har Igsning for enhver hgjreside netop nar
dets determinant W (ty) # 0. Men funktionen

g (t) = cfi (t) + af (t) og f (t) opfylder samme
begyndelsesbetingelser i ty. | fglge
entydighedssaetningen har vi derfor f = g.

Den homogene ligning
1l

Setning. Der findes to Igsninger f; og f til

ax” 4+ bx" + cx = 0 for hvilke W (t) # 0.

Bevis: Her bruger vi eksistensdelen af eksistens- og
entydighedssatningen. Vealg f; og f, som Igsninger, der
opfylder f; (0) =1,/ (0) =00g £ (0) =0, f (0) = 1.
S& galder W (0) =1 #0.



Den homogene ligning: Eksempel 1

» Eksempel. x” 4+ 3x’ + 2x = 0 har karakterligningen

R? + 3R +2 = 0 med rgdderne —2 og —1.
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Den homogene ligning: Eksempel 1

» Eksempel. x” 4+ 3x’ + 2x = 0 har karakterligningen
R? 43R 42 = 0 med rgdderne —2 og —1.

> Altsa er ¢, (t) = e 2t og ¢, (t) = e " Igsninger til
x"" 4+ 3x" +2x = 0. Deres Wronskideterminant er

—2t —t
e e _
W (t) = 02t _gt| =€ A0

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Normeret linezer
differentialligning
Panserformlen
Eksempel 1
Eksempel 1 (fortsat)
Eksiste

s- og

entydighed

Den homogene ligning
|
Den homogene ligning
I
Den homogene ligning

Den homogene
ligning: Eksempel 1

Den homogene
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Den homogene ligning: Eksempel 1

» Eksempel. x” 4+ 3x’ + 2x = 0 har karakterligningen
R? + 3R +2 = 0 med rgdderne —2 og —1.

> Altsd er ¢, (t) = e 2 og ¢, (t) = e ! Igsninger til
x"" 4 3x" + 2x = 0. Deres Wronskideterminant er

e 2t e

_2ef2t _eft

—t

W (t) =

» S& den fuldstendige Igsning er x (t)
hvor ¢y, o € R.

=e 3 #£0

= et 4 e

t

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den homogene
ligning: Eksempel 1



Den homogene ligning: Eksempel 1

» Eksempel. x” 4+ 3x’ + 2x = 0 har karakterligningen
R? + 3R +2 = 0 med rgdderne —2 og —1.

> Altsd er ¢, (t) = e 2 og ¢, (t) = e ! Igsninger til
x"" 4 3x" + 2x = 0. Deres Wronskideterminant er

e—2t e—t

_2ef2t _eft = e_3t 7& 0

W (t) =

» S4 den fuldstaendige Igsning er x (t) = cie 2t + e,
hvor ¢1, ¢ € R.

> Generelt for to forskellige reelle rgdder r; og r>.
Fuldsteendige lgsning x (t) = c1e"t + cxe™?, hvor
c, o €R.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den homogene
ligning: Eksempel 1



Den homogene ligning: Eksempel 2

» Eksempel. x” — 6x’ + 9x = 0 har karakterligningen

R2 —6R + 9 = 0 med dobbeltroden 3.
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differentialligninger
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Il
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11l
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Den homogene ligning: Eksempel 2

» Eksempel. x” —6x’ + 9x = 0 har karakterligningen
R?> —6R + 9 = 0 med dobbeltroden 3.

> Altsa er ¢, (t) = €' Igsning til x” +3x’' +2x = 0.
Men vi mangler en anden.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Normeret linezer
differentialligning

Den homogene ligning
|
Den homogene ligning
I

Den homogene ligning

ligning: Eksempel 2

Den homogene




Den homogene ligning: Eksempel 2

» Eksempel. x” —6x’ + 9x = 0 har karakterligningen
R?> —6R + 9 = 0 med dobbeltroden 3.

> Altsa er ¢, (t) = €% Igsning til x”" + 3x' + 2x = 0.
Men vi mangler en anden.

» En anden er ¢, (t) = te3t, hvilket ses ved simpel
indsaettelse.

Linezere
differentialligninger
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Preben Alsholm

Den homogene
ligning: Eksempel 2



Den homogene ligning: Eksempel 2

» Eksempel. x” —6x’ + 9x = 0 har karakterligningen
R?> —6R + 9 = 0 med dobbeltroden 3.

> Altsa er ¢, (t) = €% Igsning til x”" + 3x' + 2x = 0.

Men vi mangler en anden.
» En anden er ¢, (t) = te3t, hvilket ses ved simpel

indsaettelse.

» Wronskideterminanten er

W (t)

e3t

- 3e3t

e3t 4 3tedt

= £0

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den homogene
ligning: Eksempel 2



Linezere

Den homogene ||gn|ng Eksempel 2 differentialligninger

|
Preben Alsholm
» Eksempel. x” —6x’ + 9x = 0 har karakterligningen

R?> —6R + 9 = 0 med dobbeltroden 3.

> Altsa er ¢, (t) = €% Igsning til x”" + 3x' + 2x = 0.
Men vi mangler en anden.

» En anden er ¢, (t) = te3t, hvilket ses ved simpel
indsaettelse.

» Wronskideterminanten er

e3t te3t

_ 6t
3e3t o3t 4 3¢tedt =e’ #£0

W(t) =

» S& den fuldstaendige Igsning er x (t) = c1€3t + e,
hvor ¢1, o € R.

Den homogene
ligning: Eksempel 2



Den homogene ligning: Eksempel 2

» Eksempel. x” —6x’ + 9x = 0 har karakterligningen
R?> —6R + 9 = 0 med dobbeltroden 3.

> Altsa er ¢, (t) = €% Igsning til x”" + 3x' + 2x = 0.
Men vi mangler en anden.

» En anden er ¢, (t) = te3t, hvilket ses ved simpel
indsaettelse.

» Wronskideterminanten er

e3t te3t

_ _ 6t
T | 363t @3t 4 3¢t =e’ #£0

W (t)

» S3 den fuldstaendige Igsning er x (t) = 13t + cptet,
hvor ¢, & € R.

> Generelt for dobbeltrod r. Fuldstaendig lgsning
x(t) = ce™ + ate™, hvor ¢, ¢ € R.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den homogene
ligning: Eksempel 2



Den homogene ligning: Eksempel 3

» Eksempel. x” 4+ 2x’ + 5x = 0 har karakterligningen

R24+2R+5 =0 med de imaginaere rgdder —1 £ 2/.
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Den homogene ligning: Eksempel 3

» Eksempel. x” +2x’ 4+ 5x = 0 har karakterligningen
RZ4+2R+5 =0 med de imaginaere rgdder —1 £ 2/.

> Alts3 er e(=1121)t og (=120t |gsninger. Men de er jo
imaginaere!

Linezere

differentialligninger

|
Preben Alsholm

Normeret linezer
differentialligning

Panserformlen

Den homogene ligning
|
Den homogene ligning

Den homogene ligning

ligning: Eksempel 2
Den homogene
ligning: Eksempel 3

Den inhomogene




Den homogene ligning: Eksempel 3

>

Eksempel. x” 4 2x’ 4+ 5x = 0 har karakterligningen
RZ4+2R+5 =0 med de imaginaere rgdder —1 £ 2/.
Altss er e(=1120)t o o(-1-2)t |geninger. Men de er jo
imaginzere!

Realdelen ¢, (t) = Reel~1#2) = e~tcos (2t) og
imaginaerdelen ¢, (t) = Im e(~1+2)t = e~fsin (2t), er
ogsa Igsninger!

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Normeret lineaer
ntialligning

Panserformlen
Eksempel 1

Eksempel 1 (fortsz
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Linezere

Den homogene ||gn|ng Eksempel 3 differentialligninger

|
Preben Alsholm

» Eksempel. x” 4+ 2x’ + 5x = 0 har karakterligningen
RZ4+2R+5 =0 med de imaginaere rgdder —1 £ 2/.

> Alts3 er e(=1120t og (=120t |gsninger. Men de er jo
imaginzere!

> Realdelen ¢, (t) = Ree(~1+2)t = e fcos (2t) og
imaginardelen ¢, (t) = Im e("172)t = e~ tsin (2t), er
ogsé lgsninger!

» Wronskideterminanten for disse er
e~ cos (2t) e tsin (2t)
—e t(cos (2t) + 2sin (2t)) —e ' (sin (2t) —2cos (2t))
2e72t £ 0.

Den homogene
ligning: Eksempel 3



Den

v

Linezere

homogene | Ign I ng Eksem pel 3 differentialligninger

|
Preben Alsholm

Eksempel. x” 4 2x’ 4+ 5x = 0 har karakterligningen
RZ4+2R+5 =0 med de imaginaere rgdder —1 £ 2/.
Altss er e(=1120)t o o(-1-2)t |geninger. Men de er jo
imaginzere!
Realdelen ¢, (t) = Re el~1+20)t = e fcos (2t) og
imaginaerdelen ¢, (t) = Im e(~172)t = e~ tsin (2t), er
ogsé lgsninger!
Woronskideterminanten for disse er

e~ cos (2t) Esin (2t)

—e f(cos (2t) +2sin(2t)) —et (sm (2t) — 2cos (2t))

2e 2t £ 0.
S& den fuldstendige Igsning er
x (t) = cie”tcos (2t) + e~ tsin (2t), hvor ¢, & € R.

Den homogene
ligning: Eksempel 3



Den

v

Linezere

homogene | Ign I ng Eksem pel 3 differentialligninger

|
Preben Alsholm

Eksempel. x” 4 2x’ 4+ 5x = 0 har karakterligningen
RZ4+2R+5 =0 med de imaginaere rgdder —1 £ 2/.
Altss er e(=1120)t o o(-1-2)t |geninger. Men de er jo
imaginzere!
Realdelen ¢, (t) = Re el~1+20)t = e fcos (2t) og
imaginaerdelen ¢, (t) = Im e(~172)t = e~ tsin (2t), er
ogsé lgsninger!
Woronskideterminanten for disse er

e~ cos (2t) Esin (2t)

—e f(cos (2t) +2sin(2t)) —et (sm (2t) — 2cos (2t))

2e 2t £ 0.
S& den fuldstendige Igsning er
x (t) = e tcos (2t) + cxe tsin (2t), hvor ¢1, 2 € R.

Den homogene
ligning: Eksempel 3
Generelt for imaginzere rgdder a« £ iB. Fuldstaendig en nhomagen
Igsning x (t) = c1e** cos (Bt) + cpe" sin (Bt), hvor

¢, €R.



Den inhomogene ligning |
» Vi betragter nu den inhomogene ligning
ax"" + bxX' + cx = q(t) (Inhomogen)
og den tilsvarende homogene ligning

ax" +bx'+ex=0 (Homogen)
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Den inhomogene ligning |
> Vi betragter nu den inhomogene ligning
ax"" + bxX' + cx = q (t)
og den tilsvarende homogene ligning

ax"+bxX +ex=0

(Inhomogen)

(Homogen)

» Satning. Lad ¢, og 1, vaere Igsninger til Inhomogen.

Sé er ¢ = 1P, — P, en Igsning til Homogen.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm
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ligning |
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Den

inhomogene ligning |
Vi betragter nu den inhomogene ligning
ax"" + bxX' + cx = q (t) (Inhomogen)
og den tilsvarende homogene ligning
ax"+bxX +cx=0 (Homogen)

Seetning. Lad ¥, og ¢, vaere Igsninger til Inhomogen.
Sa er ¢ = 1, — P, en Igsning til Homogen.

Satning. Lad ¥, vaere en Igsning til Inhomogen og ¢ en
lgsning til Homogen. Sa er 1, = 1, + ¢ en Igsning til
Inhomogen.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den inhomogene
ligning |



Den

inhomogene ligning |
Vi betragter nu den inhomogene ligning

ax"" + bxX' + cx = q (t) (Inhomogen)
og den tilsvarende homogene ligning

ax"+bxX'+ex=0 (Homogen)

Seetning. Lad ¥, og ¢, vaere Igsninger til Inhomogen.
Sé er ¢ = 1P, — P, en Igsning til Homogen.
Saetning. Lad ¥, vaere en Igsning til Inhomogen og ¢ en
Igsning til Homogen. Sa er 1, = ¢, + ¢ en Igsning til
Inhomogen.
Opskrift pa fuldstendige Igsning til Inhomogen.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den inhomogene
ligning |



Den

inhomogene ligning |
Vi betragter nu den inhomogene ligning
ax"" + bxX' + cx = q (t) (Inhomogen)
og den tilsvarende homogene ligning
ax"+bxX +cx=0 (Homogen)

Seetning. Lad ¥, og ¢, vaere Igsninger til Inhomogen.
Sé er ¢ = 1P, — P, en Igsning til Homogen.

Saetning. Lad ¥, vaere en Igsning til Inhomogen og ¢ en
Igsning til Homogen. Sa er 1, = ¢, + ¢ en Igsning til
Inhomogen.

Opskrift pa fuldsteendige Igsning til Inhomogen.

1. Find den fuldstandige Igsning til Homogen. Denne
Igsning vil indeholde to arbitraere konstanter.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den inhomogene
ligning |



Den

inhomogene ligning |
Vi betragter nu den inhomogene ligning
ax"" + bxX' + cx = q (t) (Inhomogen)
og den tilsvarende homogene ligning
ax"+bxX +cx=0 (Homogen)

Seetning. Lad ¥, og ¢, vaere Igsninger til Inhomogen.
Sé er ¢ = 1P, — P, en Igsning til Homogen.

Saetning. Lad ¥, vaere en Igsning til Inhomogen og ¢ en
Igsning til Homogen. Sa er 1, = ¢, + ¢ en Igsning til
Inhomogen.

Opskrift pa fuldsteendige Igsning til Inhomogen.

1. Find den fuldstaendige Igsning til Homogen. Denne
Igsning vil indeholde to arbitraere konstanter.

2. Find bare én Igsning til Inhomogen. En s&dan Igsning
kaldes en partikuleer Igsning til /nhomogen.

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den inhomogene
ligning |



Linezere

Den |nh0m0gene Ilgnlng I differentialligninger
|
> Vi betragter nu den inhomogene ligning Preben Alsholm
ax"" + bxX' + cx = q (t) (Inhomogen)

og den tilsvarende homogene ligning
ax"+bxX'+ex=0 (Homogen)

» Satning. Lad ¢, og 9, vaere Igsninger til Inhomogen.
Sé er ¢ = 1P, — P, en Igsning til Homogen.

» Saetning. Lad ¢, vaere en Igsning til Inhomogen og ¢ en
Igsning til Homogen. Sa er 1, = ¢, + ¢ en Igsning til
Inhomogen.

> Opskrift pd fuldstaendige lgsning til Inhomogen.

1. Find den fuldstaendige Igsning til Homogen. Denne

Igsning vil indeholde to arbitraere konstanter.
2. Find bare én Igsning til Inhomogen. En sddan Igsning

kaldes en partikulaer Igsning til Inhomogen. Den inhomogene
3. Den fuldstendige Igsning til Inhomogen er summen af

den fundne partikulzere Igsning til Inhomogen og den

fuldstaendige lgsning til Homogen.



Den inhomogene ligning Il
» Betragt den inhomogene ligning

ax"" + bx' + ex = q1 (t) + q2 (¢)

(Inhomogen)
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Den inhomogene ligning Il
» Betragt den inhomogene ligning
ax"" + bx' + ex = q1 (t) + q2 (¢) (Inhomogen)

» Antag, at i, er Igsning til ax” 4+ bx’ + cx = qi1 (t) og
P, Igsning til ax” + bx" + cx = g (t).
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Den inhomogene ligning Il differentiigninger

Preben Alsholm

> Betragt den inhomogene ligning

ax"" + bx' + ex = q1 (t) + q2 (¢) (Inhomogen)

> Antag, at i, er Igsning til ax” 4+ bx’ + cx = q1 (t) og
P, Igsning til ax” + bx' 4+ cx = g2 (t).

» Superpositionsprincippet. Sa er P = ¢; + ¥, Igsning til
Inhomogen.

ligning |
Den inhomogene
ligning |1
Eksempel

Eksempel 2



Den inhomogene ligning Il

> Betragt den inhomogene ligning

ax"" + bx' + ex = q1 (t) + q2 (¢) (Inhomogen)

> Antag, at i, er Igsning til ax” 4+ bx’ + cx = q1 (t) og
P, Igsning til ax” + bx' 4+ cx = g2 (t).

> Superpositionsprincippet. Sa er P = ¢; + ¥, Igsning til
Inhomogen.

» Beuvis:

ayp” + by’ + cp

a (lpl + lpz)// +b (7701 + 77”2)/ +c (7701 + 7702)
(ayy + by + cipy) + (ays + by + cy,)
q1 (t) + g2 (t)

Linezere
differentialligninger
|

Preben Alsholm

Den inhomogene
ligning |1



Eksempel 1

» Vi fandt, at den Igsning til x” 4+ 3x” + 2x = 20te3t, der

opfylder x (0) = 0,x" (0) = —% er

"
it
N
i)
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differentialligninger

Preben Alsholm
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Eksempel 1

» Vi fandt, at den Igsning til x” + 3x” + 2x = 20te3t, der

opfylder x (0) = 0,x" (0) = —% er

» Den fuldstaendige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cre 2t + cpe™ ¢, hvor ¢, ¢ € R.
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Eksem pel 1 differeLnitni:TIeirgeninger

Preben Alsholm

» Vi fandt, at den Igsning til x” 4 3x’ + 2x = 20te3t, der
opfylder x (0) = 0,x’ (0) = —% er

_ 9\ 3t 9 ¢
x(t)—<t 20>e +20e

» Den fuldstaendige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cre 2t + cpe™ ¢, hvor ¢, ¢ € R.

> Altsd er den fuldstendige Igsning til den inhomogene
ligning
x(t) = (t—55) &+ e+ e ? + e thvor
c, o €R.

Eksempel 1



Linezere

Eksem pel 1 differentialligninger

|
Preben Alsholm

» Vi fandt, at den Igsning til x” 4 3x’ + 2x = 20te3t, der
opfylder x (0) = 0,x’ (0) = —% er

_ 9\ 3t 9 ¢
x(t)—<t 20>e +20e

» Den fuldstaendige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cre 2t + cpe™ ¢, hvor ¢, ¢ € R.
> Altsd er den fuldstaendige Igsning til den inhomogene
ligning
x(t) = (t— 5) €'+ st + cre”? + e thvor
c, o €R.
» Dette kan skrives mere kompakt som
x(t) = (t — %) et 4+ et + et hvor ¢, o € R.
Bemaerk, at x (t) = (t — 55) €3 er en serlig simpel
Igsning til den inhomogene ligning. Bl



Eksempel 2

» Betragt differentialligningen x” + 3x” + 2x = 4t>. Den

fuldstaendige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cie 2t + e ¢, hvor ¢1, ¢ € R.
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Linezere

Eksem pel 2 differentialligninger

|
Preben Alsholm
» Betragt differentialligningen x” + 3x” + 2x = 4t. Den
fuldstandige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cre 2t + cpe™ ¢, hvor ¢, 2 € R.

» En partikulaer Igsning er x (t) = 2t> — 6t + 7.

Eksempel 2



Linezere

Eksem pel 2 differentialligninger

|
Preben Alsholm

» Betragt differentialligningen x” + 3x” + 2x = 4t. Den
fuldstandige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cie 2t + e ¢, hvor ¢, ¢ € R.

» En partikulaer Igsning er x (t) = 2t> — 6t + 7.

» En partikulaer Igsning til x”" + 3x” + 2x = 20te3t er
x(t) = (t— ) €.

Eksempel 2



Linezere

Eksem pel 2 differentialligninger

Preben Alsholm

Betragt differentialligningen x” + 3x’ 4+ 2x = 4t%. Den
fuldstandige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cie 2t + e ¢, hvor ¢, ¢ € R.

En partikular Igsning er x (t) = 2t% — 6t + 7.

En partikular Igsning til x”” + 3x’ 4 2x = 20te3! er
x(t) = (t— ) €.

En partikular Igsning til x”" + 3x’ 4 2x = 4t 4 20te3t
er derfor x (t) =22 — 6t + 7+ (t — 55) €.

Eksempel 2



Linezere

Eksem pel 2 differentialligninger

|
Preben Alsholm

» Betragt differentialligningen x” + 3x” + 2x = 4t. Den
fuldstandige Igsning til den tilsvarende homogene
ligning er x (t) = cie 2t + e ¢, hvor ¢, ¢ € R.

» En partikulaer Igsning er x (t) = 2t> — 6t + 7.

» En partikuleer Igsning til X" + 3x” + 2x = 20te3t er
x(t) = (t = z5) €.

» En partikular Igsning til x” + 3x" + 2x = 42 4+ 20tedt
er derfor x (t) = 2t> — 6t + 7+ (t — 55) €.

» Altsad er den fuldstaendige Igsning til
X" +3x" 4 2x = 4t + 20te®

9
x(t) =2t> —6t+7+ <t - 20> et e+ et

hvor ¢1, ¢ € R.

Eksempel 2
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