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1 Kadereglen

1.1 Kaedereglen I
Kadereglen I

e Lad ACR?0g f:A— Roglad (x,y) = (X (t),Y(t)),t € I, veere
parameterfremstilling for en kurve, der forleber i A.

e Lad g: I — Rvaere givetved g (t) = f (X (t),Y (t)) foralle t € I.

e Antag, at X og Y er differentiable i ty € [ og at f er differentiabel i
(x0,40) = (X (to),Y (tp)) (der antages at veere et indre punkti A).

o Sageelder: g er differentiabel it og g’ (to) = fi (x0,¥0) X' (to) + fy (x0,¥0) Y’ (to)-

e Anderledes skrevet: ¢’ (tg) = V£ (xo,v0) - (X' (t0),Y’ (t0)).

e Endnu en version: Z—‘f = g—f;’% + %% hvor det underforstas hvor de
afledede skal evalueres.

1.2 Kadereglen II
Kadereglen II
e Betragt som ovenfor A C R?0g f: A — R.

e Lad nu (1,v) — (X (u,v),Y (u,0)) veere en afbildning af B C R? over i

e Lad g : B — R veere givet ved g (1,v) = f (X (u,v),Y (u,v)) for alle
(u,v) € B.

e Antag, at X og Y har partielle afledede mht. u i (up,v9) € B og at f er
differentiabel i (xo,y0) = (X (19, v0),Y (19, v9)) (der antages at veere et
indre punkti A).

e S4 geelder: ¢ har en partiel afledet mht. u i (ug,vg) og g, (19, v9) =
fx (x0,y0) X4, (0, v0) + fy (x0,y0) Yy (10, v0)-
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e Anderledes skrevet: g—ﬁ = %%—5 + %

o

e En tilsvarende seetning geelder om %.

e Bevis: Kederegel Il folger umiddelbart af Keederegel 1.

2 Taylorpolynomier for funktion af flere variable

2.1 Taylorpolynomium for funktion af én variabel

Taylorpolynomium for funktion af én variabel
e Lad f veere n gange differentiabel i intervallet I oglad xy € I. Polynomiet

Pox) = Pa(x)= 3 1 fY (x0) (- x0)"
k=0""
= F () () (x—x0) + o (x0) (x — )
" (30) (= 30)° o4 F (x0) (3 30)”

kaldes det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt xg.

e Taylors formel: Lad f veere n + 1 gange differentiabel i intervallet I og
lad xo € I. For givet x € I findes et tal { mellem x( og x, sa f (x) =

Py (x) + (n+l1)[f(n+l) (C) (X - Xo)nH-

2.2 Differentialoperatoren D, = h-V I

En differentialoperator I

e Vi indferer differentialoperatoren D), ved D), = hlf—x + hy %, nar h =
(hq,hy) er en fast vektor, der ikke afheenger af x, .

e Dy, opererer pé funktioner af 2 variable pa folgende méade Dy, f = hy % +
d
M3k =h-Vf.
e Derfor skrives ogsd D, = h - V.

e Eksempel. Hvis h = (3,—-2),er D; = 3% — 2%, sa
D, (x3 + xyz) =3 (3x2 + yz) —2(2xy) = 9x% + 3y2 —4xy

2.3 Differentialoperatoren D, =5 -V II

En differentialoperator II

o Videre fas D? (x> + xy?) = Dy, (Dy, (x3 + xy?)) = Dy, (9x2 4 3y — 4xy) =
3 (18x —4y) — 2 (6y — 4x) = 62x — 24y.



Dette resultat kan ogsa opnas ved forst at udregne D%:

d 2\* & 92 >
2 =~ n T —9__ _ _
D= <38x 26y> Yo oy Thap

hvorefter vi udnytter, at % (x3 4+ xy?) = 62, % (3 +xy?) =2y, % (3 +xy?) =
2x.

Altsd D? (x3 + xy?) = 9-6x — 122y + 4 - 2x = 62x — 24y.

Dj kan findes ved hjelp af binomialformlen

p) o\" L /n o
n __ v v _ k1n—k
Dy, = (hl ox +h28y> ,;O (k) Mk dxkoyn—k

2.4 Taylors setning i 2 variable, generelt n

Taylors satning i 2 variable, generelt n

e Lad f € C""!1(A) hvor A C R? er &ben. Lad a = (ay,a,) € A og lad
h = (h1,hy) € R? veere s lille, at punkterne a + th, t € [0,1], alle ligger i
A.Lad x = (x1,x2) = a + h geelder, at

1

£(5) = @)+ Dif(@) + 3D} @)+ 3, Dif @)+ -+ i DhF @)+ gy (D) 0 2)

e hvor D, = hla% +h2% =h-Vog¢€]o,1].

e Det 2. Taylorpolynomium for f er P, (x1,x3) =
f(a) + fx,(a) (x1 — a1) + fi, (a) (x2 — a2) +
3(flhay (a) (x1 — a1)? 2L, (a) (x1 — a1) (x2 — @)
+fiox, (8) (x2 — a2)°)

2.5 Bevis for Taylors satning i to variable
Bevis for Taylors satning i to variable

e Lad ¢ (t) = f(a+th). Sa vil g opfylde ¢ € C"*1(I) i er dbent interval
1>(0,1].

e Vibruger Taylors formel for funktion af én variabel pa g med udviklingspunkt
0.

e Keaedereglen giver g’ (t) = fx, (a + th) hy + fx, (a + th) hy = (Dyf) (a + th).

o Viderefasg” (t) = 4 ((Dyf) (a + th)) = [Dy, (Dyf)] (a+ th) = (D2f) (a + th),
idet resultatet fra for nu bruges pa D, f i stedet for pa f.

e Generelt: ¢ () = (Dﬁf) (a+th).

o Taylor: g(1) = g(0) + &'(0) + 38" (0) + %&"(0) + - - - + g (0) + R,..

! !g(”“) (¢) og ¢ €]0,1[. Hermed folger seetningen umid-

e hvor Rn = W

delbart.



2.6 Eksempel 1

Eksempel 1
e Lad f veere givet ved f (x,y) = sin (x + 3y) e~*". Vi finder det 2. Taylor-
polynomium udfra (0, §).
e Vihar
fl(x,y) = e (cos(x+3y) — 2xsin (x +3y))
fy(vy) = 3¢~ cos (x + 3y)
fl(xy) = e ((4x2 - 3) sin (x 4+ 3y) — 4x cos (x + 3y))
f (x,y) = —3e % (sin (x + 3y) 4+ 2x cos (x + 3y))
foy (v y) = —9¢~* sin (x+3y)

-géf;(o,%)zo,f;(of%)wf (0.5) =3,£4,(0.5) =3,f,(0,5) =

o Altsd har vi, idet ogsé f (0, %) = —1, at

7T

P(xy) = —-1+4+= <3x +2- 3x(y—§)+9(y—2>2)

e a3 63

2.7 Taylors seetning i 2 variable med n < 2

Taylors setning i 2 variable med
n<2

e Bemeerk, at P, (x) kan skrives
1
Py (x) = f(a) + fz, (@)1 + fr,(a)ha + ShTH (a) b
hvor H (a) er Hessematricen:

H(a)_|: G () fiis, (a)]

a2 (1) fox, (a)
e Tages n = 11 Taylors saetning fas for f € C2 (A), at
Fx) = fa)+Duf(a) + 5 (D3f) (ateh) =
= f(@)+ Fly @y + fiy (@)l + ShTH (a+Eh)

hvor ¢ €]0, 1].



2.8 Eksempel 2: Lokalt ekstremum I

Eksempel 2: Lokalt ekstremum I

e Lad a = (ay,42). Antag, at grafen for f har vandret tangentplan i a,
saledes at ;. (a) = fy,(a) = 0.

e Kunne f have et lokalt minimum i 4?

e Vi udnytter, at

Fx) = f@)+ Fly @+ fy (@ + ShTH (a+ &)
= f(a)+%hTH(a+ijh)h

hvor ¢ € ]0,1].

e Altsa har f lokalt minimum i a, netop hvis hTH (a + &h)h > 0 for alle
sma h.

e Hvis f € C>(A)ogh"H (a)h > Oforalleh # (0,0) geelder hT H (a + &h) h >
0 for alle sma h.

e h"H (a)h > 0 foralle i # (0,0) er tilfeeldet netop nér egenveerdierne for
H (a) begge er positive.

2.9 Eksempel 2: Lokalt ekstremum II
Eksempel 2: Lokalt ekstremum II

e Teksempel 1 fandt vifor f (x,y) = sin (x +3y) e %", at f1 (0, %) = 0,fy(0,%) =
0. S& i punktet (0, Z) har grafen for f vandret tangentplan. Punktet er et
stationaert punkt.

e Desuden fandt vi £, (0,%) = 3,11, (0,%) =3, f;, (0,.5) =9

e Hessematricen H (0, §) er givet ved

" (0,3
H(03)=| i 03

e Karakterpolynomiet er det (H — AI) = A2 — 12A + 18.
e Egenverdierne for H (0, %) er dermed 6 + 3v/2.

e Da begge er positive har f lokalt minimum i (0, 5 ).
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