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6.3 Fourierraekker pd kompleks form |

@ Lad f veare defineret pd R og veere periodisk med perioden 277 og lad
Fourierraekken for f vaere

40

> + Zancosnx+bnsinnx

n=1
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6.3 Fourierraekker pd kompleks form |

o Lad f vaere defineret pd R og veaere periodisk med perioden 27t og lad
Fourierraekken for f vaere

[00]
0 .
E—i_ 2 ap cos nx + b, sin nx
n=1

o Fourierkoefficienterne er givet ved

a, = —/ x) cos nx dx for n > 0

b, = —/ x)sinnx dx for n > 1
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6.3 Fourierraekker pd kompleks form |

o Lad f vaere defineret pd R og veaere periodisk med perioden 27t og lad
Fourierraekken for f vaere

a0

[00]
> + Za,,cosnx—i-bnsinnx

n=1

o Fourierkoefficienterne er givet ved
1 7T
a, = —/ f (x)cosnx dx for n >0
T J—m
1 T
b, = —/ f (x)sinnx dx forn >'1
T J—m

@ Betragt Fourierraekkens N’te afsnit

40

2+

N
sy = ap cos nx + b, sin nx

n=1
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6.3 Fourierraekker p&d kompleks form Il

@ Eulers formler

cosu = (ei” + ef"”) og sinu = % (ei” — e*"”)

N =
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6.3 Fourierraekker p&d kompleks form Il

o Eulers formler
1, . , 1, ,
cosu = (e’” + e_’”) og sinu= 57 (e’” — e_’”)
i

@ Herved f3s (se Maple-worksheet til kapitel 6)

_427 + RIS
V=5 ;2 + Z (a_p+ib_p)e™

nf—N

Preben Alsholm () 8 6. november 2006 3/10



6.3 Fourierraekker p&d kompleks form Il

o Eulers formler
1, . , 1, ,
cosu = (e’” + e_’”) og sinu= 57 (e’” — e_’”)
i

@ Herved fas (se Maple-worksheet til kapitel 6)

+Z . mx+ Z a_n—i—/b ) inx

nf—N
e Med
3 for n=0
cp = % (ap —ib,) for n>0
% (a_p+ib_p,) for n<O0
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6.3 Fourierraekker p&d kompleks form Il

o Eulers formler
1, . , 1, ,
cosu = (e’” + e_’”) og sinu= 57 (e’” — e_’”)
i

@ Herved fas (se Maple-worksheet til kapitel 6)

N
a 1 b
SN:70+Z*( lnx_i_z a_n—i—/b )lnx
2 n=1 2 nf—N
@ Med
3 for n=
cp = % (ap —iby) for n>0
1(azn+ib_p) for n<0
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6.3 Fourierraekker pd kompleks form Il

@ Fourierraekken p& kompleks form f&r hermed udseendet

0 .
Z Cne/nx

n=—oo
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6.3 Fourierraekker pd kompleks form Il

@ Fourierrekken p& kompleks form far hermed udseendet

o .
Z Cne/nx

n=—oo

@ En rakke af denne type kaldes konvergent, hvis

N
lim E cpe'™
—N

N—co
n=

eksisterer.
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6.3 Fourierraekker pd kompleks form Il

@ Fourierrekken p& kompleks form far hermed udseendet

o .
Z Cne/nx
n=—oo
@ En rakke af denne type kaldes konvergent, hvis
N .
[im Z cpe™

N—o0 e N

eksisterer.

o Koefficienterne ¢, kan for alle n € Z udtrykkes direkte ved f sdledes

1 7 .
Cn = %Lnf(x) e "™dx
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6.3 Fourierraekker pd kompleks form Il

@ Fourierrekken p& kompleks form far hermed udseendet

o .
Z Cne/nx

n=—oo

@ En rakke af denne type kaldes konvergent, hvis

N
[im Z cpe'™
==n

N—co

eksisterer.
o Koefficienterne ¢, kan for alle n € Z udtrykkes direkte ved f sdledes

1 7rf —inxd
cn—§/77r (x)e X

@ Se Maple-worksheet til kapitel 6.
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6.3 Eksempel 6.18 (1)

@ Lad f vaere givet p& [—7, 7| ved f (x) = signum (x). (fra Eks. 6.2).
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6.3 Eksempel 6.18 (1)

o Lad f vaere givet p& [—7, 7| ved f (x) = signum (x). (fra Eks. 6.2).
@ Kompleks udregning giver

1 /~7r f( ) 7inxd 1 /0 7inxd + 1 /7‘[ 7inxd
Ch = — x)e X = — —e X + — e Ix
SV 3 - 21 ) 27 Jo
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6.3 Eksempel 6.18 (1)

o Lad f vaere givet p& [—7, 7| ved f (x) = signum (x). (fra Eks. 6.2).
@ Kompleks udregning giver
1 7T i 1 0 . 1 T .
= f —inx — = _ —inx = —inx
c 27T/—n (x) e”"™dx 27T/—7r e dx—i—2ﬂ/0 e "™ dx
@ For n =0 f&s abenbart 0, s§ ¢y = 0. Fgrste integral ndr n # 0:

0
! /O —e ™ dx = s [,le_inx] _ ! (1— e_i””)
—TT

2 27 | in " 27Tin
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6.3 Eksempel 6.18 (1)

o Lad f vaere givet p& [—7, 7| ved f (x) = signum (x). (fra Eks. 6.2).
@ Kompleks udregning giver
1 /7 : 1 /0 , 1 /T .
= f —inx — = _ —inx = —inx
¢ 27T/—n (x) e”"™dx 27T/—7r e dx—i—2ﬂ/0 e "™ dx
@ For n =0 f&s abenbart 0, s& ¢y = 0. Fgrste integral ndr n # 0:

1 o0 i 11 ,.1° 1 ,
- _e iy = — | Zeinx — 1— —in7t
o /,n ¢ T o n® | 2min (1=e™)
@ Udregnes andet integral f&s eksakt samme resultat, s& for n # 0
geelder
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6.3 Eksempel 6.18 (1)

o Lad f vaere givet p& [—7, 7| ved f (x) = signum (x). (fra Eks. 6.2).
@ Kompleks udregning giver
1 7T i 1 0 . 1 T .
= f —inx — = _ —inx = —inx
c 27_[/_n (x) e”"™dx 27T/—7r e dX+2n/0 e "™ dx
For n = 0 f&s 8benbart 0, s& ¢y = 0. Fgrste integral ndr n # 0:

0
1 /0 _e—inxdx — i |:1e—inX:| _ 1 (1 _ e—inr:)
-7

2 - 27T | in ~ 27in

Udregnes andet integral f&s eksakt samme resultat, s& for n # 0
geelder

1 ; 1
—_ 1 _ a—InTT - 1 _ _1 n
e 7Tin ( € ) 7'[in( (=1)7%)
o Altsa for alle k € Z geelder cpx = 0 og
2

kT i 2k — 1)
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6.3 Eksempel 6.18 (I1)

@ Hermed er Fourierrekken pa kompleks form
iQk=1)x _ < i(2k—1)x
L ke U T

k=—o0 k=—0c0
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6.3 Eksempel 6.18 (I1)

@ Hermed er Fourierrekken pa kompleks form
d : 2 & 1 ;
iQk=1)x _ <= i(2k—1)x
kngQk‘le i kgm 2k —1°

o Vi fandt tidligere Fourierraekken for f til

4 & sin((2k —1)x)
%k; 2k — 1
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6.3 Eksempel 6.18 (I1)

@ Hermed er Fourierrekken pa kompleks form

d ; 2 & 1 :
iQk=1)x _ <= i(2k—1)x
L e =R L

k=—00 k=—o0
o Vi fandt tidligere Fourierraekken for f til

4 & sin((2k—1) x)
Ek; 2k — 1

@ Ved brug af ¢ 1 (an — iby) for

0
n>0, c,,:%(a,

_h
I
&)
o
]
I
N
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6.3 Eksempel 6.18 (I1)

@ Hermed er Fourierrekken pa kompleks form

d ; 2 & 1 :
iQk=1)x _ <= i(2k—1)x
L e =R L

k=—00 k=—o0
o Vi fandt tidligere Fourierraekken for f til
4 i sin ((2k —1) x)
= 2k —1

o Ved brugaf qg = %, ¢, = %(a,, — iby) for

n>0,c,=5(an+ib,)forn<0fas
@ ¢ =0 foralle k€ Zogfork>1

" 1, 4 2
Ck—1 = —zibyy—1 = —=i-
LT LT T (2k—1) T i (2k—1)

—_
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6.3 Eksempel 6.18 (I1)

@ Hermed er Fourierrekken pa kompleks form

d ; 2 & 1 :
iQk=1)x _ <= i(2k—1)x
L e =R L

k=—00 k=—o0
o Vi fandt tidligere Fourierraekken for f til
4 i sin ((2k —1) x)
= 2k —1

o Ved brugaf qg = %, ¢, = %(a,, — iby) for

n>0,c,=5(an+ib,)forn<0fas
@ ¢ =0foralle ke Zogfork>1
1, 4 2

2" m@k—1) " mi(2k—1)

—_

Ck—1 = _Eib2k—l = -

@ og for k < —1
1. 4 2

= cibogpr = i
kL = U = T (Cok+ 1) i (2k — 1)
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Cesaro-summabilitet. Definition

@ Lad afsnittene for raekken Y " ; a, veere s1,5,3,..., 5N, - .., altsd
sy = ZnN:1 ap for N > 1.
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Cesaro-summabilitet. Definition

o Lad afsnittene for raekken Y " ; a, veere s1,5,83,..., SN, - - -, altsd
sy = Z,’Y:l ap for N > 1.
@ Dan gennemsnittene

th = s
1
= 5(51+52)
1
t3 = §(51+52—|-53)
1
ty = N<51+52+...+5/\/)
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Cesaro-summabilitet. Definition

o Lad afsnittene for raekken Y " ; a, veere s1,5,83,..., SN, - - -, altsd
sy = Z,’Y:l ap for N > 1.
@ Dan gennemsnittene

th = 5
1
th = §(S1+52)
1
3 = 5(51—|-S2 +s3)
1
ty = N(51+52—|—...+$N)

@ Huvis talfglgen (tN)°,\7:1 er konvergent med graensevardien t, altsd hvis
limy_eo ty = t, S8 siges raekken Y07 a, at veere Cesaro-summabel
(C1) med sum t.
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 1

@ Betragt den divergente raekke

(_1)n+1
=1

n
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 1
@ Betragt den divergente raekke
i (_1)n+l
n=1

@ Vihars; =1,5 =0,53 =1,5, = 0. Generelt s, =00g 551 =1
foralle k > 1

Preben Alsholm ()
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 1

@ Betragt den divergente raekke
i (_1)n+l
n=1

@ Vihars; =1,5 =0,53 =1,55 = 0. Generelt s, =00g 551 =1
for alle k > 1

° Derforféstlzslzl tz—%(51+52)—%
t3 =3 Lisi+s+s3) = 3 —1(51+52+53+S4):%

N
£
\
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 1

@ Betragt den divergente raekke
i (_1)n+l
n=1

@ Vihars; =1,5 =0,53 =1,55 = 0. Generelt s, =00g 551 =1
for alle k > 1

o Derfor fas t; = s; =1, tz—%(l—ksz):
i=1(si+s+s)=3% t=1(1+%
oty =5 (S1+S+...+5%) =k=13
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 1

@ Betragt den divergente raekke
i (_1)n+l
n=1
@ Vihars; =1,5 =0,53 =1,55 = 0. Generelt s, =00g 551 =1
for alle k > 1
o Derfor fas t; = 51 = 1, tz—%( 1+52):%
t3—7(51—|—52—|—53) %,t4 %(51+52—|—S3+S4):%
@ b = ﬂ(51+52+...+52k) = ika%
® 1= (St +...+5u_1) = 5p5k =57 — 5 for

k — oo.
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 1

@ Betragt den divergente raekke
n=1

@ Vihars; =1,5 =0,53 =1,55 = 0. Generelt s, =00g 551 =1
for alle k > 1

o Derforfast; =s1 =1, th =1 (s1+ ) =1
b=3(+n+s)=5 = +o+s+s)=;

@ fy = ﬂ(51+52+-~-+52k) = ﬁk:%

° b1 =i (St S+ F5u_1) = g7k = 555 — 5 for

k — o0.

N[

@ Raxkken er altsd Cesaro-summabel med sum
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 2

@ Vi vil undersgge summabiliteten af den divergente raekke

i cos (nx)
n=0
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 2

@ Vi vil undersgge summabiliteten af den divergente raekke

i cos (nx)
n=0

o | Cesaro-noterne er vist, at for x # p27r galder

sy = 3 cos (nx —} —Sin((N—i_%)X)
N_ny;%) ( )_2+ 2sin(%x)
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 2

@ Vi vil undersgge summabiliteten af den divergente raekke

oo
Y cos (nx)
n=0
o | Cesaro-noterne er vist, at for x # p27t geelder

sy = 3 cos (nx —1 Sin((N+%)X)
N_HX::o ( )_2+ 2sin(%x)

@ Desuden er vist, at

1 2
st sit...+sy 1 N+E sin (5 (N+1) x)
v N+ 1 TN+1(2 72 sin (x)
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 2

@ Vi vil undersgge summabiliteten af den divergente raekke

oo
Y cos (nx)
n=0
o | Cesaro-noterne er vist, at for x # p27t geelder

sy = 3 cos (nx _1 Sin((N+%)X)
N_HZ::o ( )_2+ 2sin(%x)

@ Desuden er vist, at

2
S0+ S+ ...+ sy 1 N 1 (sin(3(N+1)x)
N = —+ = . 1
2 2 S|n(§x)

N+1 CON+1

o Heraf fglger, at ty — % for N — oo.
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Cesaro-summabilitet. Eksempel 2

@ Vi vil undersgge summabiliteten af den divergente raekke

i cos (nx)
n=0

o | Cesaro-noterne er vist, at for x # p27t geelder

sy = 3 cos (nx _1 Sin((N+%)X)
N_HZ::o ( )_2+ 2sin(%x)

@ Desuden er vist, at

2
st sid... sy 1 (N 1<sin(§(N+1)x)>

- sin (%x)

N+1 CON+1V 2 2

ty

o Heraf fglger, at ty — % for N — oo.

@ P3 ganske lignende made er det vist i Cesaro-noterne, at
Yo 1 sin (nx) er Cesaro-summabel for alle x € R, og at summen for
x # p27t er 5 cot (1x).
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis raekken Y, ; a, er konvergent med sum s, sd er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

Preben Alsholm () 6. november 2006 10 / 10



Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken

Cesaro-summabel med sum s.
@ Huvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

@ Hvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.

o Fglgende resultat minder om n'te-ledskriteriet:
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

@ Hvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.

o Fglgende resultat minder om n'te-ledskriteriet:

@ Hvis Y ° | a, er Cesaro-summabel, s3 galder

a s
T —~0o0g = —0forn— o0
n n
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

@ Hvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.

o Fglgende resultat minder om n'te-ledskriteriet:

@ Hvis Y07 ; a, er Cesaro-summabel, s& gaelder

a—:—>00g%”—>0forn—>oo

@ Beuvis for sidste del: s, = nt, —(n—1)t,_1 sd
S;”:tn—(l—%)tn,1—>0forn—>oo.
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

@ Hvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.

o Fglgende resultat minder om n'te-ledskriteriet:

@ Hvis Y07 ; a, er Cesaro-summabel, s& gaelder

ﬂ—>Oog—”—>0forn—>oo

n n

@ Beuvis for sidste del: s, = nt, —(n—1)t,_1 s8
2n —tn—(l—%)tn,1—>0forn—>oo.

. a4 _ Sy _ n=1S-1 __ S5 __ _ 1Y sna
° Bews for fgrste del: L= 2 — Aos s = 3 (1 n) o 0 for

n — 09,
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

@ Hvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.

o Fglgende resultat minder om n'te-ledskriteriet:

@ Hvis Y07 ; a, er Cesaro-summabel, s& gaelder

ﬂ—>Oog—”—>0forn—>oo

n n

@ Beuvis for sidste del: s, = nt, —(n—1)t,_1 s8
2n —tn—(l—%)tn,1—>0forn—>oo.

. an _ Sn n—1S,-1 __ S5 1\ sp1
° Bews for fgrste del: L= = = (1 n) e = 0 for

—_
>

n — 09,
@ En satning af typen: Cesaro + ekstra = Konvergens:
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

@ Hvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.

o Fglgende resultat minder om n'te-ledskriteriet:

@ Hvis Y07 ; a, er Cesaro-summabel, s& gaelder

ﬂ—>Oog—”—>0forn—>oo

n n

@ Beuvis for sidste del: s, = nt, —(n—1)t,_1 s8
2n —tn—(l—%)tn,1—>0forn—>oo.

. an _ Sn n—1S,-1 __ S5 1\ sp1
° Bews for fgrste del: L= = = (1 n) e = 0 for

—_
>

n — ©0.

@ En satning af typen: Cesaro + ekstra = Konvergens:

o (Littlewood’s saxtning) Hvis Y ; a, er Cesaro-summabel og hvis
talfglgen (na,);._; er begraenset, s3 er Y, a, konvergent.
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Satninger om Cesaro-summabilitet

@ Hvis reekken Y )7_; a, er konvergent med sum s, sa er raekken
Cesaro-summabel med sum s.

@ Hvis en raekke har udelukkende positive led (i det mindste fra et vist
trin) , s& er den konvergent, hvis og kun hvis den er Cesaro-summabel.

o Fglgende resultat minder om n'te-ledskriteriet:

@ Hvis Y07 ; a, er Cesaro-summabel, s& gaelder

ﬂ—>Oog—”—>0forn—>oo

n n

@ Beuvis for sidste del: s, = nt, —(n—1)t,_1 s8
2n —tn—(l—%)tn,1—>0forn—>oo.

. an _ Sn n—1S,-1 __ S5 1\ sp1
° Bews for fgrste del: L= = = (1 n) e = 0 for

—_
>

n — 09,

@ En satning af typen: Cesaro + ekstra = Konvergens:

o (Littlewood'’s satning) Hvis Y ;. a, er Cesaro-summabel og hvis
talfglgen (na,);._; er begraenset, s3 er Y, a, konvergent.

@ Beviser: Se noter om Cesaro-summabilitet pd hjemmesiden.
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