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0.1 Forord

Disse forelesningsnoter er skrevet til brug ved undervisningen i Matematik 1
for diplomingenigrstuderende i kemi og for levnedsmiddelingenigrstuderende.

Hvis man ikke selv har valgt den lserebog, som man benytter i undervisnin-
gen, kan det ikke undgas, at man undertiden finder, at lzerebogens behandling
af et emne kunne veere bedre. Noterne er skrevet, fordi det er min erfaring,
at afviger forelaeseren fra leerebogen i et for studenten pa det givne tidspunkt
uoverskueligt omfang, sa begynder studenten at tage noter. Dette betyder, at
han ikke hgrer sa godt efter og har nedsat mulighed har for at forsta det sagte
eller det pa tavlen skrevne. Har studenten derimod noter, som forelaseseren helt
klart folger (evt. dog med overspringelser), s& kan notetagningen indskraenkes
betydeligt, og muligheden for at forsta det, der skrives pa tavlen, forgges. Det
er ikke tanken, at disse noter skal erstatte lserebogen, men kun de noter, som
studenten selv ville tage.

Noterne indeholder mere stof end tiden tillader gennemgang af, ogsa mere
stof end pensum til eksamen



Kapitel 1

Komplekse tal

1.1 Talmaengder og regneregler for tal

Regning med reelle tal foregar efter visse regler. Ved udvidelsen af de reelle tal til
de komplekse tal vil vi insistere pa, at disse regneregler bevares. De regneregler,
der galder indenfor de reelle tal er folgende:

a+b=b+a (den kommutative lov for addition) (1.1)
(a+b)+c=a+(b+c) (den associative lov for addition) (1.2)
ab=ba (den kommutative lov for multiplikation) (1.3)
(ab)c=a(bc)  (den associative lov for multiplikation) (1.4)
a(b+c)=ab+ac (den distributive lov) (1.5)

a+0=a (1.6)

la=a (1.7)

a+x=0 har en lgsning for = (1.8)

ar =1 har en lgsning for x, nara #0 (1.9)

Enhver opadtil begreenset talmaengde har et supremum (1.10)

Med supremum menes mindste overtal, altsa mindste tal, der er stgrre end eller
lig tallene i den givne maengde.

1.1.1 Talmeengder

Indenfor matematikken optraeder der forskellige klasser af tal:
N er maengden af naturlige tal, 1,2,3,4,5,...
Z er maengden af hele tal ... —5,—4, -3,—-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...
@ er meengden af rationale tal, d.v.s. brgker og hele tal.
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2 KAPITEL 1. KOMPLEKSE TAL

R er maengden af reelle tal, der seedvanligvis identificeres med maengden af
punkter pa en tallinie.
C er mzengden af komplekse tal, hvorom dette skal handle.
Vi har
NCcZcCcQCRcC

N har egenskaberne 1—5, 7, 10. Z har egenskaberne 1—38, 10. () har egenskaberne
1—9. R har egenskaberne 1 — 10. C har egenskaberne 1 — 9 samt den yderlige
egenskab, at ethvert polynomium af grad > 1 har mindst én rod.

1.2 Beskrivelse af de komplekse tal

C skal vaere maengden af punkter i planen. Med et koordinatsystem indlagt,
identificeres et punkt med et talpar, sa vi kan sige, at C' = R?. Desuden gnsker
vi selviglgelig at indfere en addition og en multiplikation.

Definition 1 Komplekse tal (punkter i planen) adderes som deres stedvektorer.

Bemeerkning 2 Hermed agerer det komplekse tal (0,0) som et nulelement,
d.v.s. (ay,a2) + (0,0) = (ay,a2) for alle (ay,a2) € C.

Definition 3 (Polere koordinater) Modulus for et kompleks tal a er punk-
tets afstand fra begyndelsespunktet O. Betegnelse |a|. Vinklen fra x-aksen til
linien fra O til a betegnes argumentet for a, notation: arg (a). Dette regnes med
fortegn. Argumentet er dog mangetydigt. Hvis v er et argument for a, sd er 0gsa
v+ p2m,p € Z, et argument for a. Med hovedargumentet ( Arg (a) ) menes det
argument, der ligger i intervallet |—m, . Vi skal midlertidigt benytte skrivemd-
den a =1y ndrr = |a|, og v er et argument for a.

Bemeerkning 4 Idet vi udnytter, at a = 7, ligger pa en cirkel med radius r
(og centrum i (0,0) ) og i retningen givet ved vinklen v, har vi Gbenbart folgende
formel

a=r, = (rcosv,rsinv)

Definition 5 Lad a = r, og b = pg. Produktet ab er det punkt i planen, hvis
modulus er rp og hvis argument er v + 0, altsa

TvPy = (TP)HG

Bemszerkning 6 Pa grund af argumentets mangetydighed bgr man overveje, om
produktet er veldefineret.

Bemsaerkning 7 Med denne definition agerer det komplekse tal (1,0) som et
ét-element, d.v.s. (1,0) - (a1, a2) = (a1, a2) for alle (a1,a2) € C. Dette folger af,
at (1,0) = 10.

Bemaerkning 8 Som en konsekvens af definitionen af multiplikationen har vi
for allen € N, at
(ro)" = ("o



1.2. BESKRIVELSE AF DE KOMPLEKSE TAL 3

Eksempel 9 Lad a = (1,\/3) o9 b = (—2,2). Vi vil finde produktet ab. Vi

finder |a] = /12 4+ (\/§)2 = 2. Argumentet findes allerbedst ved at indtegne
punktet a i den komplekse plan og sé udnytte ens kendskab til trekantsberegning.
Vi finder arga = 5. Pa samme made findes |b| = V8 = 2v/2 og arg (b) = %".
Altsa fas

ab

(2\/5 : 2) . = (4\/5)]
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Eksempel 10 Set i = (0,1). Vi vil finde i*. Vi har |i| = 1 og arg (i) = Z.
Derfor fas
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Setning 11 Den delmengde af de komplekse tal, der ligger pa forsteaksen,
altsé R = {(z,0) |x € R}, kan opfattes som en kopi af R ved afbildingen x —
(z,0). Vi har nemlig, at R er invariant under addition og multiplikation, d.v.s.
at hvis a,b € R, sd gelder ogsa, at a+b € R og ab € R. Desuden har vi, at

(CL],O) + (blao) = (al + blao)

0g ogsa, at
(CLl,O) : (blao) = (alblao)

Det komplekse tal (1,0) agerer ét-tal, og det komplekse tal (0,0) agerer nul.

Bewvis. Udsagnene vedrorende addition er en umiddelbar folge of definitionen
af denne som stedvektoraddition. For at bevise udsagnene om multiplikationen
md vi bruge poler representation. Lad a = (a1,0) og b = (by,0). Antager vi
forst, at a1,b1 > 0, sd har via = (a1), og b = (b1),, sdledes at ab = (a1b1)q, o =
(a1b1)y = (a1b1,0). Antag dernest, at a1 > 0 og by < 0. Sd har vi a = (a1), og
b= (|b1]),, sdledes at ab = (a1 [b1])g . = (a1 |b1]), = (—a1 |b1],0) = (a1b1,0).
Vi bor ogsd undersoge det tilfelde, hvor ay,by < 0. S har vi a = (|a1]), 0g b=
(|b1]), sdledes at ab = (|aa|[b1]) ) r = (laa][b1])ax = ([aa][b1],0) = (a1b1,0).
At (1,0) agerer ét-tal i R og at (0,0) agerer nul i R folger af, at de allerede gor
det i C. Hermed er setningen vist. B

Setning 12 Regnereglerne 1 — 9 er opfyldt, nir 0 opfattes som (0,0) og 1
opfattes som (1,0).

Bewvis. At regnereglerne 1 —4 og 6 — 8 geelder, krever ikke dybe overvejelser.
Den distributive lov (5) bevises lettest geometrisk. Se evt. lerebogen. Regel (9),
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at ligningen ax = (1,0) har en lgsning, ndr a # (0,0) vises sdledes. Lad a =1y,
og set © = py. Vi har r >0, da a # (0,0). Vi skal lose

TvPg = (170) = 10
for de ubekendte p og 0. Da rypg = (1p), 4 finder vi (rp), 4 = lo, siledes at
rp=1o0gv+0=0+p2m,pc Z. Altsa p = % =771, 090 = —v+p2r. Altsi er
z=(r1)_,.

Seetning 18 Ethvert komplekst tal a = (a1,az2) kan skrives pd formen
a = (a1,0) +i(az,0)
nari=(0,1).

]
Bevis. Da a = (a1,a2) = (a1,0) + (0,a2) skal vi blot vise, at i (a2,0) =
(0,a2). Vi har, ndr ag >0

i(a2,0) = 1z (az)y = (a2)z = (0, a2)

Nar ag < 0, har vi tilsvarende
i(a2,0) = 1z (laz]), = (Jaz]) 2z = (0, —|az|) = (0, az)
|

Bemseerkning 14 Da tallene pa forsteaksen R kan opfattes som en kopi af R,
vil vi 1 det folgende tillade os at identificere R med R. Vi vil ophore med at
skrive (a1,0), men vil blot skrive ay. Her med far ovenstiende seetning folgende
formulering: Ethvert komplekst tal a kan skrives pa formen a = ay + tas, hvor
a1,as € R. Denne form (rektanguler form) bruges overalt i det folgende i stedet
for a = (ay,as9).

Bemarkning 15 Vi beregnede tidligere i%. Resultatet kan nu formuleres sdledes:
i? = —1. Ligningen 22 +1 = 0 har de to lgsninger i og —i.

Bemarkning 16 Med den nye skrivemdade har vi r, = 7TcOSv + risinv =
r(cosv + isinv).

Bemszerkning 17 Mange beregninger kan nu udfores meget simpelt, hvis blot
man bruger regnereglerne samt husker, at i> = —1.

Eksempel 18 Addition: (24 3i) + (=4 +Ti) = 2+ (—4)) + Bi+7i) = -2+
10z.

Multiplikation: (2+3i) (—4+7i) =2(—4)+3i-7i+2-7i+ 3i (—4) = -8 —
21 + 140 — 120 = —29 + 2.

Division: Her bruges et simpelt trick:

243 (2430)(—4-T)) (243 (—4—Ti)

—4+7i (AT (—4-T)  (—4)? - (Ti)?
(2+3i)(4-Ti) 13-26i 1 2

16 + 49 65 5 5
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Definition 19 Lad a = a1 + iaz, hvor ai,as € R. Tallet ay kaldes realdelen af
a, med symboler: a; = Rea. Tallet ay kaldes imaginerdelen af a, med symboler:
as = Ima. Den kompleks konjugerede af af a er det komplekse tal a1 — ias,
og det betegnes med @, altsd aq + tas = a1 — tay. Forsteaksen kaldes den reelle
akse, andenaksen kaldes den imaginere akse. Tallet a kaldes imaginert, hvis
Ima # 0. Det kaldes rent imaginert, hvis yderligere Rea = 0.

Bemeerkning 20 Det folger af definitionen, at 7y = r_,.

Setning 21 Lad a og b vere komplekse tal. Sa gelder

Re(a+b) = Rea+ Rebd
Im(a+b) = Ima+Imd
a+b = a+b
(ab) = ab

Bevis. De tre fgrste pastande er meget lette at vise. Den sidste kan f.eks.
vises saledes, idet a = r, 0og b = py (jvnf. bemeerkningen ovenfor):

(ab) = (rvpy) = (Tp)erG =(rp)_y_g =T—vp_g = ab

Bemaerkning 22 Indenfor de reelle tal findes (som bekendt) en ordning <, der
opfylder folgende krav: For hver to forskellige tal a,b gelder enten a < b eller
b < a (ikke begge). Desuden gelder for alle a,b, c:

a < bAb<c=a<c
a < b=—=a+c<b+ec
a < bAc>0=—=ac<bc

Her betyder ¢ > 0 selvfolgelig 0 < c. En sadan ordning kan ikke indfores indenfor
de komplekse tal. Antag nemlig en sadan ordning eksisterede. Sa ville enten 0 < i
eller i < 0. Hvis 0 < i, s er ifolge sidste krav ovenfor ogsd 0 < i? (tag a = 0
ogb=c=1i). Dai®> = —1, har vi hermed, at 0 < —1. Dette ville ved samme
regel medfore, at 0 < (—1)2 = 1. Men af midterste regel og 0 < —1 folger ved
addition af 1, at 1 < 0. Vi har nu bade 0 < 1 og 1 < 0, i modstrid med kravet
om, at kun én af disse ma geelde.

1.3 Den komplekse eksponentialfunktion

Vi erindrer fgrst om den ssedvanlige og velkendte reelle eksponentialfunktion.
Vi skal undertiden finde det nyttigt, at kalde den exp. Selvfglgelig har vi

expz = e”



6 KAPITEL 1. KOMPLEKSE TAL

men skrivemaden exp x har den fordel, at tankerne ledes i retning af funktions-
begrebet: exp = er eksponentialfunktionen exp anvendt pa z,ganske svarende til,
at sin z er sinusfunktionen anvendt pa x. Skrivemaden e” har ogsa fordele, idet
det bliver let at huske den fundamentale regel, at e*T¢ = e%e¥, der jo blot er en
af potensreglerne. Vi taenker her pa e* som tallet e oplgftet til tallet z. Reglen
e?tY = e%e¥ ser saledes ud, nar vi benytter funktionsskrivemade

exp(z+y) =expz-expy
I denne form minder den jo ogsad mere om logaritmereglen
In(zy) =lnz+1Iny

hvor gangetegn og additionstegn er byttet om sammenlignet med exp-reglen.
Vi vil nu udvide eksponentialfunktionens definitionsomrade fra R til C.
Herunder vil den fundamentale exp-regel blive bevaret.

Definition 23 For z,y € R settes
exp (z 4+ iy) = expx - (cosy + ¢siny)

hvor exp x pd hajre side er den sedvanlige reelle eksponentialfunktion anvendt
pa x.

Bemeerkning 24 Dacosy+isiny = 1, kan definitionen ogsd skrives exp (x + iy) =
expz -1y = (expx), . Bemark specielt til senere brug, at exp(iy) = 1.

Bemeerkning 25 Da vi ikke tidligere har lavet definitioner af, hvad eksponen-
tialfunktionen skulle gore ved imaginere tal, kan man med en vis ret sige, at
vi kan definere, hvad vi vil. Vi ma dog kontrollere, om der skulle vere mulige
konflikter med definitionen i det reelle tilfelde. Vi onsker jo kun en udvidelse af
definitionsomradet, ikke en omdefinition. Setter viy = 0, bliver tallet x+iy reelt,
og exp (x + iy) bor derfor blot vere den sedvanlige eksponentialfunktion anvendt
pd x. Medy = 0 pd hgjre side fas expx-(cos0+isin0) =expz-(1+0) =expz.
Der er altsa ingen konflikt med tidligere definitioner.

Man kan med rette spgrge, hvorfor den udvidede funktion exp fortjener at
blive kaldt en eksponentialfunktion. Svaret er, at den fundamentale exp-regel
stadig geelder:

Saetning 26 For alle 21,29 € C gelder
exp (z1 + #2) = exp 21 - €Xp %2

eller anderledes skrevet
ezl+22 — eFle?2
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Bevis. Seet 21 = z1 +iy; og 29 = x9 +iys, hvor x1,y1, x2,y2 € R, s har vi,
idet vi flere gange udnytter, at exp (z +iy) = (expz),;:

expz-expza = exp(x1 +iy1)exp (z2 + iy2)

(exp1),, (expz2),, = (expz1expxa), ..

(exp (21 + 22)),, 4y, = exP (1 + 22+ (y1 +y2))
= exp(z1+ 22)

Bemsaerkning 27 Som tidligere bemerket, har vi for v € R, at exp (iv) = 1,.
Dette betyder, at vi nu kan sige farvel til skrivemaden r,,, idet vi har

ry =71, = rexp (iv) = re”

Vi vil i fremtiden sige om et tal af formen re'’, hvor r >0 og v € R, at det er
pa poler form.

Eksempel 28 Den polare form for tallet —/3—i er 2 exp (—i%’r), idet modulus

er \/(—\/5)2 + (—1)2 = 2 og et argument er —%’T. (For at indse dette, indtegn
tallet i den komplekse plan og reesonnér pa en passende trekant.)

Setning 29 Moivre’s formel. Forn € N og x € R geelder
(cosz +isinz)" = cosnx + isinnx

Bevis. Vi har (cosz +isinz)" = (ei*)" = ™ = cosnz + isinnz. m
Formlen skyldes franskmanden Abraham de Moivre (1667-1754).

Eksempel 30 Lad x € R. Vi vil finde en formel, der udtrykker cos 3z ved cos x
(og sinx om ngdvendigt). Vi udnytter, at cos 3z = Ree'®® og finder

cos3r = Ree =Re ((e”)g) =Re ((cosx +isin x)3)

= Re (cos3 z+ 3icos?zsinz — 3coszsin® z — isin® x)

= cos’z — 3coszsin’x :cos3x—3cosx(1 —COSQIE)

= 4cos®z —3cosz

1.3.1 Den komplekse logaritmefunktion

Nar nu den reelle eksponentialfunktion har en omvendt funktion, nemlig log-
aritmefunktionen, hvad s& med den komplekse eksponentialfunktion, har den
en omvendt, og er denne en slags kompleks logaritmefunktion? Svaret er, at
den komplekse eksponentialfunktion ikke har en omvendt funktion, men at der
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alligevel er noget, der kaldes en kompleks logaritmefunktion. Den komplekse ek-
sponentialfunktion har ingen omvendt funktion, da den ikke er injektiv, d.v.s.
ikke en-entydig, Vi har jo for alle z € C og p € Z, at

exp (z + ip2m) = exp zexp (ip27) = exp z - (cos (p27) + i sin (p27)) = exp z
Ikke desto mindre defineres en kompleks logaritme som fglger:

Definition 31 Lad z € C. Et tal w € C, der opfylder expw = z, kaldes en
logaritme til z, og betegnes med In z.

Saetning 32 Lad z € C og antag, at z # 0. Sé har z folgende logaritmer
Inz=1Inl|z| +i(argz +p27) =In|z| + iargz + ip2w

hvor p € Z, og arg z er et vilkarligt argument for z. Bemerk, at to forskellige
logaritmer afviger fra hinanden med et helt multiplum of 2mwi. Tallet 0 har ingen
logaritme.

Beyis. Vi skal lgse ligningen expw = z for w. Vi saetter w = wy + iwq0g
z=re", hvor r >0 og v € R. Sa har vi altsa

eVre? = T2 — exp (wy + dwy) = expw = z = re'’
Yderste hgjre og yderste venstre side er begge poleere former for sammme tal,
sa vi har

w1

e'=r, wo=v4+p2r,pe’Z

men hermed har vi w; = Inr = In|z|, sdledes at w = wy + w2 = In|z| +
i(v+p2m) =In|z| + i (arg z + p2m).

At tallet 0 ingen logaritme har fglger af ovenstdende regninger, idet vi nu
har r = 0, saledes at vi nu skal lgse ligningen e*' = r = 0 for det reelle tal w;.
Men for reelle tal wy er e*! > 0. =

Eksempel 33 Vi vil finde samtlige logaritmer til tallet a = /3 —i. Da |a| = 2
og arga = —¢ fas (medp € Z):

Ina=1In (\/5—2) =ln2—i%+p2m‘

Eksempel 34 Samtlige logaritmer til det negative tal —5 er givet ved In (—5) =
Inb + im + p2mi, hvor p € Z.

Bemeerkning 35 Hovedlogaritmen til z € C\ {0} defineres som den logaritme,
der svarer til at man bruger hovedargumentet:

Ln(z) =In|z| +iArg (2)

Eksempel 36 Vi har Ln (\/g — z) =In2—ig og Ln(-5) =Inb +ir
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Bemeerkning 37 I en integraltabel (Schaum) findes folgende formel

/ de —lln(ax—kb)

ar+b  a

Det siger sig selv, at der underforstas, at a # 0. Accepterer man kun reelle tal,
ma man enten forudsette, at ax + b > 0 eller rette formlen til

d 1
/ ° = —In|az + b|
ar+b a

Accepterer man forekomsten af imaginere tal, vil man ikke generes af tabellens
svar, ndr ax +b < 0, idet de to svar %ln (ax +b) og %ln laz + b| blot afviger
fra hinanden med konstanten % Computeralgebraprogrammer som Maple og
Mathematica gor uvhaemmet brug af komplekse tal og funktioner, herunder den

komplekse logaritme.

1.4 Rgdder i polynomier

1.4.1 Den binome ligning

Et polynomium er et udtryk med mange led (poly kommer af graesk og betyder
mange). Et binomium er et udtryk med to led. En binom ligning er en ligning
af formen 2" = a, hvor n € N og a € C. Vi gnsker at lgse denne ligning for den
ubekendte z. Denne opgave kan ogsa formuleres saledes: Vi gnsker at bestemme
samtlige komplekse n’te rgdder af a. Ved en kompleks n’te rod af a vil vi forsta
et tal som oplgftet til n’te giver a.

Bemszerkning 38 Det skal vise sig, at antallet af komplekse n’te radder af et
tal a altid er n, ndr undtages a = 0, der kun har én n’te rod, nemlig 0. Man bor
derfor veere varsom ved brugen af rodtegn til angivelse af en rod. Ver opmerk-
som pé, at det er en strengt overholdt konvention, at hvis a € Ry ,sd betyder /a
dét positive reelle tal, der oplaftet til n’te, giver a. Eksempelvis har ligningen
22 = 2 to lpsninger, den ene er /2, den anden er —/2. Den forste af disse er
positiv (og lig ca. 1.4142 ), den anden negativ. Men begge kan betragtes som
komplekse kvadratrodder af 2.

I det fglgende udleder vi en formel, der giver samtlige lgsninger til den binome
ligning 2™ = a. Vi skriver a pa poleer form, a = re™, hvor altsa r > 0 og v € R.
Ligeledes skrives den ubekendte pa polser form z = pe’?, med p > 0 og 6 € R.
Indsacttes disse poleere former i ligningen, fas

v

(pew)n =re
Ved brug af seedvanlige regneregler (der jo geelder!) fas

pneznG — el
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De to sider af denne ligning er poleere former af samme tal, sa p® = r og
nf = v + p2m, hvor p € Z. Da p > 0 fas heraf, at p = {/r, hvor rodtegnet
angiver den konventionelle positive rod af et positivt tal. Desuden finder vi, at
0= %ﬂ—p%“. Bemeerk, at vi kun behgver betragte p = 0,1,2,...,n—1, idet flere
p-veerdier blot vil give f-veerdier, der afviger fra en allerede betragtet 6-veerdi
med et multiplum af 27. Hermed har vi fundet en formel for samtlige rédder i
ligningen 2" = a = 7%, nemlig

2= Yrexp ( (2 +p2_ﬁ>) = el )
n n
hvor p=10,1,2,...,n— 1.

Man bgr specielt bemserke, at samtlige rgdder har modulus {/r og saledes i
den komplekse plan ligger pé en cirkel med denne radius og centrum i 0. Desuden
bemaerker man, at to pa hinanden fglgende rgdder har argumenter, der afviger
fra hinanden med 27” Rodderne er altsa jeevnt fordelt pa den omtalte cirkel.
Har man fundet én rod, sa er de andre let placeret.

Eksempel 39 Vi vil lgse ligningen 2° = 32. Vi bemerker, at én rod kan gettes,
nemlig 2 Men ligningen er jo binom, sd de andre 4 rogdder ligger derfor pa en
cirkel med radius 2 (og centrum i 0). To pd hinanden folgende rodder ligger
desuden pa cirklen i en vinkelafstand pa 2?" Vi kan altsd indtegne rgddernes
placering i den komplekse plan for vi overhovedet har fundet et udtryk for mere

end én af dem. For at finde et udtryk for redderne bruger vi formlen ovenfor og

finder
0 2m . am
- 2 ) = —_— = 2 P
z exp<z<5+p5)) e

(oo () 1 (%))

hvor p = 0,1,2,3,4. For p = 0 fas 2z = z9 = 2. Forp =1 fas z = z1 =
2(608(2?”)—&-1'811&(%”)) = % 5—%4—%1'\/5\/5—!—\/5, forp =2 fas z = z9 =
2(608(4?“)—&-1'811&(4?“)) :—% 5—%4—%2\/5\/5—\/5. Forp=3 ogp=4 fas

af symmetrigrunde, at z3 =Z3 09 z4 = 71.

Eksempel 40 Find de 3 komplekse trediergdder af —125. Anderledes sagt: Los
den binome ligning z* = —125. En losning er dbenbart —5, de to andre ligger
pa en cirkel med radius 5 og centrum i 0. Rgdderne ligger i en vinkelafstand fra
hinanden pa %ﬂ For hurtigt at finde et udtryk for rodderne laves en figur og der
raesonneres pa en passende valgt trekant. Man finder, at de to andre rgdder er

5+4i2V3.

Bemszerkning 41 Man bor hér bemeerke, at beder man Maple om (—125)"(1/3),
sa far man roden g—&—z%\/g Vil man have —5, skal man bede om surd( —125, 3);
Selvfolgelig kan man bare bede Maple om at lgse ligningen v.hj.a. kommandoen
solve. Da ligningen er polynomial, fas samtlige 3 rgdder.
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Eksempel 42 Komplekse kvadratrodder far man let styr pa. Der er jo kun 2,
og de ligger jevnt fordelt pa en cirkel. Sa hvis den ene rod er x + iy, sd mad
den anden vere —x —iy. Vi prover at lose ligningen z?> = —4i. Bruges formlen,

skrives forst —4i = 4e*% . Herefter har vi
z = 26"(71“”)
hvor p = 0,1. Lgsningerne er altsd
271 =2 (cos (—%) +isin (—%)) =2 —iV2
no= —z=—V2+iV2
Eksempel 43 Lad os lgse ligningen z* = 141, og ngjes med at give lgsningerne

pé poler form. (Der er god grund til denne ngjsomhed!). Vi har |1+ i| = v/20g

arg (1 +1i) = %, sa lgsningerne er givet ved

)

20

hvor p = 0,1,2,3. Rodderne ligger pi en cirkel med radius /2, og de deler
cirkelbuen i 4 lige store stykker. Den ene af rodderne ligger i forste kvadrant i
en vinkelafstand fra x-aksen pd {5.

1.4.2 Andengradsligningen
Betragt andengradsligningen
a2 +bz+c=0

hvor a,b,c € C, og a # 0. Vi vil vise, at ligningen kan lgses pa sedvanlig vis.
Omskriv venstresiden saledes:

a’+bz+c = a z2+éz+£ —M
N a”  4a? 4a?

B +b 2 B2 _4ac
- A\ 2a 4a?

Lgsningerne til andengradsligningen opfylder derfor folgende ligning

n b\2 2 4ac
24+ —) =——
2a 4a?

som vi kan anse for binom, hvis vi midlertidigt opfatter w = z + Q—I’a som den
ubekendte. Den binome ligning

9 b? — dac
W= —
4a2
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har som enhver anden binom ligning af anden grad 2 lgsninger, nemlig de 2

b%2—4ac b2—4ac

komplekse kvadratrgdder af *—/— T2
Altsa kan lgsningerne til andengradsligningen skrives

, som vi kan skrive pa formen =+

z:—i:l: b2 — 4dac

2a 4a?

der ogsa kan skrives pa den traditionelle form

_ —b= Vb2 — 4dac
a 2a

Hvilke af de to komplekse kvadratrgdder det er, at /b2 — 4ac refererer til, be-
hgver vi ikke tage stilling til, da vi med ++/b% — 4ac jo skal have begge to.

Eksempel 44 Vi lgser ligningen 2% — 2z + (1 +1i) = 0. Vi finder

2+ A—4(1+0) 2=V 4
- > -

I et tidligere eksempel har vi imidlertid lost den binome ligning w?> = —4i,
d.v.s. fundet de to komplekse kvadratrodder ++/—4i. Resultatet var ++/—4i =
+ (\/§ — z\/i) Altsé finder vi

2+ (V2-iv?) 1 1+ 25 7
PE —1:|:\/§(1 z)—{l_\}_ ke

Eksempel 45 Vi vil lgse ligningen 2> + z +1 = 0. Vi finder

1+ yT—=4  —1+y=3 —lii\/g_{ S i

2 N 2 N 2
idet de to losninger til den binome ligning w? = —3 er w = +i\/3.

1.4.3 Polynomier generelt

Et polynomium i den variable z er et udtryk af formen
nz™ 4 apn_12"" 1+ ...+ a1z + ag

hvor koefficienterne ag,as,...,a, er tal (i dette afsnit komplekse). Bemeerk, at
eksponenterne til z alle er ikke-negative hele tal. Hvis a,, # 0, vil vi kalde a,,
for den ledende koefficient, og sige at polynomiets grad er n. Et polynomium
af 0’te grad er blot et tal ag # 0. Nulpolynomiet er blot udtrykket 0. Nar det
overhovedet tillaegges en grad, siger man at den er —oo
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Eksempel 46 Udtrykkene 223 — z + 11, —72% + 52° + (5+3i) 22 + z og 7 er
polynomier i den variable = af grader henholdsvis 3, 6 og 0. Udtrykkene 42=2 +
621 —8+ 2+ %22 og 522 — 27 er ikke polynomier i den variable z. Et udtryk
med uendeligt mange led som 1+ z 4+ 22 + 23 + 24 + ...+ 28 + ... er ikke et
polynomium, men kaldes en uendelig raekke.

Vi skal i dette afsnit behandle rgdder i polynomier. I det foregaende afsnit
viste vi, at den ssedvanlige formel til bestemmelse af rgdderne i et andengrad-
spolynomium stadig gzelder, nar blot kvadratroden tolkes som bestemmelse af
en kompleks kvadratrod. Der findes ogsa formler til bestemmelse af rgdderne i
et tredie- og fjerdegradspolynomium. Disse formler er ret komplicerede og kan
ikke generelt anbefales brugt. Det interessante er imidlertid, at formlerne over-
hovedet findes. Det kan nemlig vises, at rgdderne i et polynomium af femte eller
hgjere grad ikke generelt kan udtrykkes ved brug af endeligt mange af folgende
symboler: De naturlige tal N, Polynomiets koefficienter, +, —, / og rodtegn.
Dette resultat gar tilbage til 1826 og skyldes nordmanden Niels Henrik Abel
(1802-29). Pastanden om manglen pa formler skal ikke overfortolkes. Husk, at
bestemmelsen af rgdderne i polynomiet =™ —a jo blot er bestemmelsen af samtlige
rgdder af a. Franskmanden Evariste Galois (1811-32) gav et kriterium for, om
rgdderne i et givet polynomium kan udtrykkes ved rodtegn.

Pa trods af manglen pa formler for rgdderne i et generelt polynomium af
grad > 5 har disse polynomier rgdder indenfor C. Der gelder nemlig folgende
seetning, der gar tilbage til Carl Friedrich Gauss (1777-1855):

Sxetning 47 Algebraens Fundamentalsetning. Ethvert polynomium af grad
> 1 har mindst én rod indenfor de komplekse tal.

Bevis. Beviset er indviklet, hvis det skal fgres uden forudgaende kendskab
til kompleks funktionsteori. Vi vil ikke give noget bevis hér. m

Definition 48 Ft tal zy € C som er rod i polynomiet p siges at have multi-
pliciteten k € N, hvis p (z) = (z — zl)k q(z), og = ikke er rod i q. Hvis multi-
pliciteten er 1, siges roden at vere simpel.

Eksempel 49 [ polynomiet 52* — 5023 + 12022 + 160z — 640 er 4 rod af mul-
tiplicitet 3, og —2 er rod af multiplicitet 1, er altsd en simpel rod. Polynomiet
kan nemlig skrives som 5 (z + 2) (z — 4)3.

Korollar 50 Polynomiet p(2) = an2™ +an_12" ' +...+ a1z +ag, hvorn > 1
(0g ayn, # 0) kan skrives som et produkt af a,, og n forstegradsfaktorer:

p(z) =an(z—21)(z—22)...(2 — zn)

Ethvert polynomium af grad n > 1 har altsé n rodder, hvis disse regnes med
multiplicitet.

Bevis. Da n > 1 har polynomiet en rod z; € C. Polynomiers division af
p(z) med forstegradsfaktoren z — z; vil give en rest pa 0, divisionen gar op.
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Altsa p (2) = (2 — z1) ¢1 (2), hvor ¢ er et polynomium af grad n—1. Hvisn =1
er g1 () blot en konstant, der ngdvendigvis ma veere a, = aq. Hvis n > 1, ma
¢1 (%) have en rod z3. Ved polynomiers division fas da, at g1 (z) = (z — 22) g2 (2),
hvor gs er et polynomium af grad n—2. Hvis n = 2 er ¢o (2) blot en konstant, der
ngdvendigvis mé vaere a,, = as. Hvis n > 2, mi ¢o () have en rod z3. Saledes
fortseettes og vi finder

p(z) = (—2)q(z)=(—2)(—2)e(z)
coo=(z—2)(z—2)(z—23)...(2 — zn) qn (2)

hvor nu ¢, (z) har grad nul, altsa er en konstant, og denne er ngdvendigvis a,.
]

Saetning 51 Huis et polynomium har reelle koefficienter og z1 € C er rod, sa
er 0gsa zy rod.

Bevis. Lad polynomiet p(2) = a,2" +a,_12""! +... 4 a1z + ag have reelle
koefficienter, alts& ax € R, for K =0,1,...,n. Da z; er rod har vi

a2t +an_1z?_1 +...+a1z1+a=p(z1)=0

Ved kompleks konjugation fas

-1 =
a2t + ap_127 +...+a1z1+a=0=0

Vi udnytter egenskaberne for kompleks konjugation (a + b =a+bog (ab
), og far forst

~
Il
gl
S

_— "o -
A2y +an_12]  +...+a1z1+as =0

og dernaest, da koefficienterne er reelle og da z_{“ = (z_l)k:
an (F)" +an1 (F)" 4. A aFT +ag=0
men venstre side er jo p (z7), hvorfor vi altsa har p(z7) =0. m

Korollar 52 FEthvert polynomium af grad n > 1 og med reelle koefficienter kan
skrives som et produkt of reelle forste- og andengradsfaktorer.

Bevis. Et sddant polynomium kan jo skrives som et produkt af komplekse
forstegradsfaktorer. Nogle af disse kan veere reelle. De imagineere fgrstegrads-
faktorer kommer i par af formen (z — z1) (2 —Z7). Med z; = a + b, a,b € R,
fas

(z—21)(z—71) = (2—(a+ib))(z— (a—1b))
= ((z—a)—1b)((z —a) +ib)
= (z—a) 4+

og dette andengradspolynomium har reelle koefficienter (udganget: 22 — 2za +
a2+b?). =m
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Szetning 53 Lad polynomiet a,z" + a, 12""' + ...+ a1z + ag med a, # 0,
have hele koefficienter, altsd ax, € Z for k = 0,1,...,n. Antag polynomiet har

en rational rod z1 = %, p,q € Z, hvor brogken er uforkortelig. Sa geelder, at

plao 09 q |an.

Bevis. Vi har

n n—1
an<£) —|—an1(£) +...+a1£—|—a0:0
q q q

Multiplikation med ¢™ pa begge sider giver
anp”™ + an—1p™ tq+ ..+ aipg™ !t +agg" =0
der ogsa kan skrives
n—1 7n—2 n—1 n __
(anp™ '+ an 1p"?q+ ...+ ar1g" ) p+agg” =0

Vi ser, at p gar op i fgrste led, p ma derfor ogsa ga op i andet led apq™. Men p
og q har ingen fzelles primtalsfaktorer, sa p gar ikke op i ¢". Derfor ma p ga op
i ag. Beviset for, at ¢q |a, forlgber ganske analogt. m

Korollar 54 Har et polynomium 2™ +an_12""'+...+a12+ag med a, #£0,
hele koefficienter, skal euvt. rationale radder soges blandt

divisorer i ag
divisorer i an

Med denne skrivemade menes at alle kombinationer skal undersgges.

Eksempel 55 Vi vil finde rodderne i polynomiet p (z) = 5z* — 3023 + 6522 +
30z—520, og samtidigt faktorisere polynomiet. Polynomiet har hele koefficienter.
Da divisorerne i 520 er temmelig mange, og da %p (2) har de samme rgdder som
p(z) og stadig hele koefficienter, finder vi rodderne i %p (2) = 24— 623+ 1322 +
6z — 104. Divisorer i 104 er 2,4,8,13,26,52,104. Den ledende koefficient er 1.
De mulige rationale rgdder er derfor £1,4+2,+4, 48 +13, 426, £52, +104. Hvis
vi begynder afprovningen nedefra, finder vi forst, at —2 er rod. Ved polynomiers
division af z* — 623 4+ 1322 + 62 — 104 med z + 2 fis 23 — 822 + 29z — 52.
Vi skal nu bestemme rgdder i dette polynomium. Mulige rationale rgdder er

+1,£2,+4, 48, £13,£26,£52. Bemeerk dog, at polynomiet ikke kan have en
negativ rod p.gr.a. de alternerende fortegn. De mulige rationale rodder er derfor
1,2,4,8,13,26,52. Afprovning nedefra viser, at 4 er rod. Polynomiers division
af 2> — 822 +292—52 med z—4 giver 22 — 4z +13. Dette andengradspolynomium
har ingen rationale rgdder, til gengeeld har vi en formel for rgdderne. Vi finder,

at disse er
, o 2EV6 ;‘36 =243
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Rodderne i det givne polynomium er altsa —2, 4,2+ 3i. Polynomiet kan faktoris-
eres i komplekse forstegradsfaktorer sdledes

p(z) =5(24+2)(z2—4)(z— (24 37)) (2 — (2 — 37))
I reelle forste- og andengradsfaktorer ser faktoriseringen sdledes ud
p(2) =5(2+2) (2 —4) (2 — 42 + 13)

Eksempel 56 Vi vil finde rodderne i polynomiet p (z) = 26— 725+ 474?24 +422% —
28z 4 49, og samtidigt faktorisere polynomiet. Polynomiet har ikke hele koeffi-
cienter, men det har polynomiet 4p (z) = 426 — 2825 +492% + 1622 — 1122 + 196,
der jo har de samme rgdder. Vi bemeerker med det samme, at polynomiet ikke
har negative rgdder. Divisorerne i 196 er 1,2,4,7,14,28,49,98,196. Divisorer i
den ledende koefficient (4) er 1,2,4. De mulige rationale rodder er herefter:

1749 1 7 49

1,2,4,7,14, 28,49, 98, 196, 332111

Ved afprogvning finder man, at % er rod. Polynomiers divison af 425 — 282% +
4924 4 1622 — 112z + 196 med 2 (z — %) = 22 — 7 giver 225 — 72* + 8z — 28.
Dette polynomium har (selvfolgelig) heller ingen negative rgdder. Divisorer i 28
er1,2,4,7,14,28 og divisorer i den ledende koefficient er 1,2. Mulige rationale

rodder er derfor
7

2

Ved kontrol ses det, at % er rod (hermed er den altsd dobbeltrod i det oprindelige
polynomium). Polynomiers division af 225 — 72* + 82 — 28 med 2z — T giver
2% 4+ 4. Bestemmelse af rodderne i z* + 4 betyder lgsning af den binome ligning
24 = —4 = 4€'™. Den saedvanlige formel giver de fire losninger 1 £1i og —1 + 1.
Rgdderne i det oprindelige polynomium er altsa % (med multiplicitet 2), 1+
og —1 £ i. Polynomiet kan faktoriseres i komplekse forstegradsfaktorer sdledes

P === (1+1)(z—1=0) (e~ (-1 +) (=~ (-1 -14))

og i reelle forste- og andengradsfaktorer saledes

1,2,4,7,14, 28, %

(22— 7)% (22 — 22 +2) (22 + 22+ 2)

1.5 Eulers formler. De komplekse trigonometriske
funktioner.

Ifglge definitionen af den komplekse eksponentialfunktion har vi for v € R

e"” cosv + isinv

—iv

e = cosv —1sinv
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Ved addition af disse formler og efter division med 2 fas
1 v —iv
COSvU = 5 (e +e )
Tilsvarende fas ved subtraktion og division med 2i
: 1 v —v
sinv = o~ (e —e )

Disse to formler kaldes Eulers formler efter schweitzeren Leonhard Euler (1707-
83). Deres nytte ligger i, at eksponentialfunktionen er let at regne med.

Eksempel 57 Vi gnskersin® « udtrykt ved sin z, sin 2z, sin 3z, . . ., cos x, cos 2z, cos 3z, . . ..
Vi bruger den ene af Eulers formler:

4
Sin4x = (% (eiz _ eim)) _ 1 (em _ e*”)4

(2)°

— 1_16 (e4im o 462im 16— 46721@ 4 ef4iz)

— 1_6 (e4im 4 ef4im 4 (62im 4 672im) 4 6)
1 1 3

= gcos4x—§cos2m+§

En sadan formel er eksempelvis nyttig ved integration. Skal integralet foﬂ sin? zdx
beregnes, finder vi

s T 1 1

/Osin4:zcdac = /0 (gcos4x—§cos2w+g>dw
1 . 1. 31" 3x

[5 sindx — 1 sin 2x + gx}

o 8

Hgjresiderne i Eulers formler cosv = % (e“’ + e*"”) ogsinv = % (e“’ —e

giver mening for alle v € C. Vi kan derfor bruge Eulers formler til en udvidelse
af definitionsomradet for de trigonometriske funktioner. Vi definerer altsa blot,
at cosv og sinv for v € C'\R skal veere givet ved Eulers formler. For v € R er
der ikke tale om en definition.

—iv

Eksempel 58 Vi vil beregne sin (% +ln 2). Vi finder
sin (% —|—iln2) = % (exp (z (% + iln2)) — exp (—i (% + iln2)))

_ % (exp (z% . 1n2) —exp (—z‘% n 1n2))

1 T 4= 1 1 ;= =
— —,(6266 1n2_e 1Geln2):_. —616—26 i
21

1 (1(V3 i V3
) ()
= g+g'\/§
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Bemszerkning 59 De hyperbolske funktioner sinh og cosh defineres for z € C
ved

sinhz = % (ez — e_z)
coshz = % (e* + e_z)

Bemerk, at for z € R har disse funktioner reelle verdier. Der er abenbart
folgende sammenhaeng mellem de hyperbolske funktioner og de trigonometriske.

For alle z € C':

cosh (iz) = cosz

sinh (iz) = isinz

1.6 Funktioner med komplekse vaerdier

Her kan enten veere tale om funktioner defineret pa en delmeengde (interval) af
R, men med veerdier i C, eller om funktioner defineret i en delmzengde D af C
og med veerdier i C. Vi omtaler begge i de fglgende to afsnit.

1.6.1 Kompleks funktion af reel variabel

Lad f veere en funktion defineret pa intervallet I = R og med veerdier i C.
Dette skrives kort saledes: f: I — C. For ethvert ¢t € I er billedet f (t) altsa
et komplekst tal (ikke ngdvendigvis imagingert, altsd ikke-reelt). Da f (t) er et
komplekst tal kan det skrives (entydigt) pa formen f (t) = w (t) + iv (¢), hvor
u(t),v(t) € R. Herved defineres to reelle funktioner w og v, som vi vil kalde
realdelen og imaginzerdelen af f, henholdsvis. Altsa v = Re f og v = Im f.
Hvis vi traeder et skridt baglens og erindrer, at ¢ = (0,1), s& kan vi skrive
f ()= (u(t),v(t)). Vi kan altsd ogsa teenke pa f som en vektorfunktion. Er ¢
tiden, s& kan f (t) veere positionen til tiden ¢.

Eksempel 60 Lad f(t) = ¥+ for alle t € R. Anderledes skrevet: f(t) =
e3t (cos Tt +isin Tt). Med betegnelserne fra for har vi altsi u (t) = €3 cos Tt og
v (t) = e3sinTt.

Vi definerer nu begrebet greenseveerdi for funktion. Hvis man er fortrolig
med definitionen i det tilfeelde, hvor f: I — R, sa er der i og for sig ikke meget
nyt.

Definition 61 Lad f: I — C. Lad a vere et punkt i I eller et af I’s en-
depunkter. Sd siges f (t) at have en grenseverdi for t — a, hvis der findes et
tal A € C, sa der til ethvert (nok sd lille) positivt tal € eksisterer et postivt tal 0,
sG hvis blot t er indenfor en afstand af 6 fra a, sa er f(t) indenfor en afstand
af € fra A. Med symboler kan dette skrives

Ve>036>0 si 0<|t—al<d=|f(z)—A|<e
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Symbolet ¥ skal leses: "for ethvert” (eller ”for alle”). Symbolet 3 skal leses
“der eksisterer”. Har f (t) grenseverdien A for t — a, sd skriver man

7}im f)y=A
Bemszerkning 62 Forskellen fra den tidligere kendte definition er (ndr bort-

ses fra tidligere definitioners evt. mangel pd precision), at numerisk-tegnet i
udtrykket | f (t) — A| nu betyder modulus of det komplekse tal f (t) — A.

Definition 63 Lad f: I — C. Lad a € I. Funktionen f siges at vere kontin-
uert i a, hvis

lim f(t) = f (a)

t—a

Saetning 64 Lad f: I — C. Skriv f = w + v, hvor w,v: I — R. Lad
a vere et punkt i I eller et af I’s endepunkter. Si har f(t) grenseverdien
A = Ay + 1Ay, A1,Ay € R, fort — a, hvis og kun hvis u(t) og v (t) har
grenseverdierne A1 og Ao, henholdsvis, for t — a. Hvis a € I, er f kontinuert
i a, hvis og kun hvis u og v begge er kontinuerte i a.

Bevis. Selv om denne sztning ikke er svaer at vise, springer vi beviset over.
]

Definition 65 Lad f: I — C. Lad a € I. Funktionen f siges at veere differ-
entiabel i a, hvis der findes et tal A € C, sd

t—a
fort — a. Tallet A vil blive kaldt differentialkvotienten, og vi skriver f' (a) = A.

Saetning 66 Lad f,g: I — C begge vere differentiable i a € I. Lad k €

C wveere en konstant. Sa geelder som for reelle funktioner, at kf, f + g, fg
samt (forudsat at g(a) # 0 ) % alle er differentiable, og (kf) (a) = kf'(a)

(f +9) (@) = ' (a) + ¢/ (@), (f9) (0) = f' (@) g a) + [ (@) ' (a) 09 (£) (@) =
g(a f'(a —f(a g9 (a )

g(a)*

Bevis. Beviserne som de kendes fra reelle funktioner, kan overtages i deres
helhed. =

Bemsaerkning 67 Bemerk, at sammensaetning af to funktioner af den givne
type ikke navnes. Dette skyldes jo, at f(g(t)) ikke giver mening med mindre
g (t) € I. Den kendte regel for differentiation af sammensat funktion gelder
imidlertid i folgende form:

Saetning 68 Lad g: I — J C R og f: J — C. Er g differentiabel i a € 1
og er f differentiabel i g (a), si er f o g differentiabel i a og (fog) (a) =
f'(g(a)) g (a).
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Bevis. Beviset er igen som for to reelle funktioner. m

Saetning 69 Lad f: I — C. Skriv f = u +iv, hvor u,v: I — R. Lad a € I.
Sa er f differentiabel i a med f'(a) = A = Ay +1iAs, A1, Az € R, hvis og kun
hvis w og v begge er differentiable i a med differentialkvotienterne Ay og Aa,
henholdsvis. Altsé v’ (a) = A1 og v’ (a) = As.

Bevis. Igen ikke nogen kompliceret sag at vise, men vi springer over beviset.
]

Eksempel 70 Lad f (t) = e3+)? for alle t € R. Da realdel og imaginerdel af
f er givet ved u (t) = €3 cos Tt og v (t) = €3 sin Tt, henholdsvis, og da disse er
differentiable for alle vardier af t € R, geelder det samme for f. Vi finder

u' (t) = 3e3cosTt — T3 sin Tt
v (t) = 3e3sinTt+ 7 cosTt
sdledes at
F@) = o)+ (t) =3 cosTt — Te* sin Tt + i (3¢ sin 7t + 7e* cos Tt)

= (3+7i)(e* cosTt) + (—7+ 3i) e* sin Tt
= (3+7i) (e cosTt +ie® sinTt) = (3+ Ti) e3FT!

I et konkret tilfelde har vi her set, at LeM = \eM, ndr X € C.

Bemaerkning 71 Det var fristende, at sige at funktionen f (t) = e jo blot er
sammensat af funktionerne t — At og eksponentialfunktionen z — e*. Differen-
tiation af disse to er en simpel sag. Problemet er dog, at vi ikke har defineret
differentiabilitet af funktion af kompleks variabel og vist, at exp er differentiabel
som en sadan (med den forventede afledede).

1.6.2 Kompleks funktion af kompleks variabel

Lad nu f veere en funktion defineret i en delmeengde D af den komplekse plan C'
og med veerdier i C. Dette skrives kort saledes: f: D — C. For ethvert z € D
er billedet f (z) altsé et komplekst tal.

Eksempel 72 Den komplekse eksponentialfunktion exp, altsd f (z) = e* for
alle z € C er af denne type. Det samme er de komplekse trigonometriske funk-
tioner. Polynomier kan betragtes som komplekse funktioner af en kompleks vari-

abel.

Som i afsnittet ovenfor defineres begrebet graensevaerdi for funktion analogt
med tidligere. Der er dog ét problem: Hvor funktionens definitionsmeengde oven-
for antoges at veere et interval, og lim,_., f () blev defineret for punkter a i
intervallet eller i et af dets endepunkter, s er funktionens definitionsomrade
nu en delmzengde D af den komplekse plan. Det vil veere for restriktivt at ind-
skreenke de tilladte maengder D til rektangler eller cirkelskiver (f.eks.). Vi far
derfor brug for begrebet akkumulationspunkt.
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Definition 73 Punktet a € C kaldes et akkumulationspunkt for mengden D,
hvis enhver cirkelskive med centrum i a indeholder uendeligt mange punkter fra

D.

Definition 74 Lad f: D C C — C. Lad a vere et akkumulationspunkt for D.
Sé siges f(z) at have en grenseverdi for z — a, hvis der findes et tal A € C,
sa der til ethvert (nok sa lille) positivt tal € eksisterer et postivt tal §, sd hvis
blot z € D er indenfor en afstand af 6 fra a, sé er f (z) indenfor en afstand af
€ fra A. Med symboler kan dette skrives

Ve>030>0 sd 0<|z—al|<oAzeD=|f(z)—A|l<e
Har f grenseverdien A for z — a, sa skriver man

lim f(2)=A4

z—a

Definition 75 Lad f: D C C — C. Lad a € D. Funktionen f siges at vere
kontinuert © a, hvis

lim f (2) = f (a)

z—a

Definition 76 Lad f: D C C — C. Lad a € D. Funktionen f siges at vere
differentiabel i a, hvis der findes et tal A € C, sd

f(z) = f(a)

zZ—a

— A

for z — a. Tallet A vil blive kaldt differentialkvotienten, og vi skriver f' (a) = A.

Definition 77 En funktion f: D C C — C, der er differentiabel i ethvert
punkt af den dbne meengde D kaldes analytisk i D. (En alternativ glose er holo-
morf).

Eksempel 78 Vi nevner uden bevis, at exp,sin, cos og ethvert polynomium er
analytiske funktioner i hele C.

Bemaerkning 79 Analytiske funktioner har overraskende sterke egenskaber.
Kravet om differentiabilitet i ethvert punkt af en aben delmengde af C' er meget
sterkt. Der er en omfattende teori om analytiske funktioner. Denne teori kreever
en hel bog og et helt kursus ("Kompleks Funktionsteori”). Der geelder bl.a. det
overraskende resultat, at hvis en funktion er analytisk i hele C' og er begrenset,
d.v.s. at der findes et tal M, sa |f (2)| < M for alle z € C, si er funktionen
faktisk konstant! Det er denne seetning, der kan bruges til at give et simpelt bevis
for algebraens fundamentalsaetning.
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Kapitel 2

Funktioner

2.1 Funktioner generelt

Definition 80 En funktion er en afbildning, der til ethvert element (punkt) x
i en given maengde A ("definitionsmaengden”) knytter netop et element (punkt)
(7billedet”) i en anden given maengde B. Billedet of x ved f betegnes med f (x).
Mengden aof billeder kaldes billedmengden og betegnes med f (A). Vi skriver
f: A — B for at fortelle, at f er defineret i A og at billederne ved f ligger i
B . Grafen af f er mengden {(z,y) € Ax Blzr€ ANy = f(x)}. (Med Ax B
betegnes det cartesiske produkt mellem maengderne A og B. Det er mengden af
par (x,y), hvorx € A ogy € B ).

Definition 81 Funktionen f: A — B siges at vere injektiv (eller en-entydig,
1-1), hvis det for alle z1,z9 € A geelder, at

x # 20 = f(21) # [ (22)

Funktionen f kaldes surjektiv, hvis ethvert element i B er billede af et eller
andet element i A, altsd hvis f (A) = B. Funktionen f kaldes bijektiv, hvis den
bade er injektiv og surjektiv.

Definition 82 Er en funktion f: A — B bijektiv defineres dens omvendte funk-
tion f~1: B — A ved ekvivalensen

) =2+=y=f(z)

Definition 83 Lad f: A — B og g: B — C. Sa er den sammensatte funktion
fog: A— C defineret ved (f og)(x) = f(g(x)) for alle x € A.

Definition 84 Den funktion ids: A — A, der er defineret ved idy () = x for
alle x € A, kaldes den identiske afbildning i A.

Saetning 85 Lad f: A — B vere bijektiv. Sa gelder, at (f o f_l) (x) =z for
alle x € B og (f_l o f) (x) =z for allex € A. Med andre ord fo f~! =idg og
ftof=ida.

23
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2.2 Reel funktion af reel variabel

Definition 86 FEn funktion, hvis billedmengde er en delmengde af de reelle
tal R, kaldes en reel funktion. En reel funktion af en reel variabel, er en reel
funktion, hvis definitionsmaengde er en delmaengde af R.

Definition 87 Lad A C R. Funktionen f: A — R kaldes (strengt) voksende,
hvis det for alle x1,x9 € A geelder, at

z1 <32 = f(z1) < f(22)
Funktionen kaldes (strengt) aftagende, hvis det for alle x1,x9 € A geelder, at
1 < X9 = f(xl) > f(xg)

Funktionen kaldes svagt voksende (eller ikke-aftagende), hvis det for alle x1, x9 €
A geelder, at

r1 < X2 :>f($1) < f(xQ)

Begrebet svagt aftagende defineres analogt. Huvis en funktion er enten voksende
eller aftagende, kaldes den monoton (strengt eller svagt).

Bemszerkning 88 FEnhver monoton funktion er injektiv. Den omvendte pastand
geelder ikke, som vi ser i folgende eksempel.

Eksempel 89 Lad f vere defineret pi intervallet [0, 1] ved forskriften

_ T for nggé
f(x)_{%—x for %<x§1

Sa er f ikke monoton, men den er injektiv.

2.2.1 Grazensevaerdi

Greensevaerdibegrebet er meget centralt i det omrade af matematikken, der
kaldes matematisk analyse (groft sagt lig med differential- og integralregn-
ing). Leeseren forudssettes at have en god intuitiv forstéelse af begrebet fra sin
tidligere matematikundervisning. Denne forstaelse kommer man langt med. I
mere avancerede sammenhaenge slipper man dog ikke for at praecisere begrebet.

Med lim,_,, f () = A, mener man lgst sagt, at f (x) begynder at ligne tallet
A, nar blot x er teet pa a, men dog forskellig fra a. Denne sidste tilfgjelse er
vigtig: Ved graenseovergangen x — o betragtes aldrig veerdier af f i punktet a, og
det uanset om f er defineret i a eller ej. At tale om graensevaerdien limg_,, f ()
kan kun blive aktuelt, hvis ethvert interval med midtpunkt i @ indeholder et
punkt z # o fra definitionsmeengden for f . Lad os kalde et sadant punkt a et
akkumulationspunkt for definitionsmaengden.
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Definition 90 Lad D vere en delmengde af R. Tallet a € R kaldes et akkumu-
lationspunkt for D, hvis ethvert interval med midtpunkt i a indeholder uendeligt
mange punkter fra D.

Bemaerkning 91 Vi kunne ligesa godt have brugt folgende formulering: Tallet
a € R kaldes et akkumulationspunkt for D, hvis ethvert interval med midtpunkt
i a indeholder mindst ét punkt fra D\ {a}.

Eksempel 92 Lad funktionen f veere defineret ved forskriften f (z) = /22 (2% — 1)
for alle de reelle verdier af x, for hvilke dette udtryk selv er reelt. Dermed er
definitionsomrddet lig med |—oo, —1] U {0} U [1, 00[. Tallet O ligger i definition-
somrddet, men det er ikke et akkumulationspunkt for dette. Man siger, at punktet

er et isoleret punkt i definitionsomradet.

Her fglger en preecis definition af graenseveerdibegrebet.

Definition 93 Lad a vere et akkumulationspunkt for definitionsmangden ( D
) for den reelle funktion f. S siges f (x) at have en grenseverdi for x — a, hvis
der findes et tal A € R, sd der til ethvert (nok sd lille) positivt tal e eksisterer
et postivt tal §, sd hvis blot x € D er indenfor en afstand of § fra a, si er f (z)
indenfor en afstand af € fra A. Med symboler kan dette skrives

Ve>030>0 sd O0<|z—a|<dNhNzeD=|f(z)—A|l<e

Symbolet ¥ skal leses: "for ethvert” (eller ”for alle”). Symbolet 3 skal leses
“der eksisterer”. Har f (x) grenseverdien A for x — a, sd skriver man

lim f(z) = A
Hvis f er defineret pa begge sider af a, men kun verdier af x storre end a

onskes betragtet, taler man om greenseverdi fra hgjre og skriver limg |, f () = A.
Analogt tales om grenseverd: fra venstre.

Definition 94 Lad a vere et akkumulationspunkt for definitionsmangden ( D
) for den reelle funktion f. Sd siger vi, at f(x) — oo for x — a, hvis der
til ethvert (nok sd stort) positivt tal M eksisterer et postivt tal 0, sd hvis blot
x € D er indenfor en afstand af § fra a, si er f(x) > M. Med symboler kan
dette skrives

VM >03>0 sd O0<|z—a|<dhNzeD= f(x)>M

Bemszerkning 95 Hvis f (z) — oo for x — a kan man godt benytte skrivemd-
den

lim f (z) = o0

r—a
men vi vil tkke sige at grenseverdien eksisterer. Med grenseverdi menes (nor-
malt) et tal.
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Definition 96 Huvis f er defineret ihvertfald pa et interval af typen [b,0o[, sd
siger vi, at f (x) har en grenseverdi for x — oo, hvis der findes et tal A, sd

Ve>03M >b sda > M= |f(z)—A|<e
Vi skriver i bekreftende fald
lim f(x)=A

Bemszerkning 97 Der mangler forskellige definitioner. Leseren skulle dog selv
kunne lave disse udfra de givne mgnstre. Eksempelvis mangler en definition af
limg oo f (x) = A 0g af udsagnet f (x) — oo for z — oc.

Seetning 98 Huis f (x) og g (x) har grenseverdier for v — a, sd har f (z) +
g(x) og f(x)g(x) ogsd grenseverdier for x — a, vi har

lim (f(2) +g(2) = lim f(x)+ lim g (x)
lim (f (2)g(2) = lim f(x) lim g (a)

Huvis limy o g () # 0 og hvis g (x) # 0 i en omegn om a, sd har ’gi(%l 0gsé en
grenseveerdi for x — a og der geelder

lim f(x) Climg . f (x)

—a g(z)  limg_qg ()

Bevis. Resultatet forudsaettes bekendt og vil ikke blive vist her. m

Bemseerkning 99 Setningen gelder ogsd, hvis a = oo eller a = —oo. Man kan
overveje i hvilket omfang setningen gelder, hvis forudsetningerne i stedet er,
at f(x) — o0 og g(x) — A for x — a, hvor A er enten et tal eller +oco. Vi
vender tilbage til de problematiske versioner af disse senere.

2.2.2 Kontinuitet

Forst kommer den helt generelle definition af kontinuitet.

Definition 100 En funktion f: D C R — R kaldes kontinuert ¢ punktet a € D,
hvis

Ve>036>0 sd |[z—a|<dhzeD=|f(x)—f(a)<e

Nar punktet a er et akkumulationspunkt for D, hvilket f.eks. er tilfeeldet,
nar D er et interval, sa far vi fglgende velkendte resultat, der dog ofte bruges
som definition.

Saetning 101 Lad a € D vere et akkumulationspunkt for D. En funktion f:
D C R — R, er da kontinuert i a, hvis og kun huvis

lim f(2) = f (a)

r—a
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Bemseerkning 102 Med den givne definition er en funktion, hvis definition-
somrade omfatter isolerede punkter, automatisk kontinuert i disse. Eksempelvis
er folgende funktion kontinuert i hele sit definitionsomrade:

|7 for x=-3
f(:zc)_{ z for 0<z<1
Funktionens definitionsomrdde er [0, 1]U{—=3}. Kontinuiteten i —3 folger ved til
et givet e > 0 at veelge § = 2 (for eksempel). Sa er nemlig |x — a| < dAz € D kun
opfyldt for x = —3, og i sd fald har vi jo, at |f (z) — f(a)| = |f (=3) — f(=3)| =

0 < e. Bemerk, at fordi punktet —3 ikke er et akkumulationspunkt for defini-
tionsomradet, er grenseverdien lim,_, 3 f (z) ikke defineret.

Saetning 103 Hvis f,g: D C R — R begge er kontinuerte i a € D, sa er ogsa
f+g og fg kontinuerte i a. Hvis desuden g (a) # 0, sd er 5 kontinuert i a.

Saetning 104 Lad D1 C R og Do C R, o9 g: Dy — Do, og f: Do — R. Hvis g
er kontinuert i a € Dy og f er kontinuert i g (a), sd er f o g kontinuert i a.

Definition 105 En funktion, som er kontinuert i alle punkter af dens defini-
tionsinterval, kaldes en kontinuert funktion.

Eksempel 106 Lad funktionen f vere givet ved forskriften f (x) = % for alle
x € R\{0}. Sd er f en kontinuert funktion, idet den er kontinuert i alle sine
definitionspunkter. Derimod er funktionen g givet ved forskriften

L for z#0
g(:zc)—{ 7 for =0

ikke en kontinuert funktion, idet den (klart) er diskontinuert i 0. Bemeerk, at
uanset hvad g (0) defineres til, sd er g diskontinuert i 0.

Saetning 107 Lad I C R vere et interval og lad f: I — R vere kontinuert. Sa
geelder:

1. Billedmeengden f (I) er et interval, og f antager altsd enhver verdi mellem
hver to givne funktionsverdier.

2. Hvis I er et lukket og begreenset interval, sd er f (I) ogsd et lukket og be-
greenset interval, og f antager altsa sdvel en stgrste- som en mindsteverdi
pa 1.

3. f er injektiv, hvis og kun hvis f er monoton.
4. Hvis f er injektiv, sd er f~1 kontinuert.

Bevis. Vi udelader beviset. m
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Bemszerkning 108 [ pastand 1,3 og 4 i ovenstiende setning er det afgorende,
at I er et interval. Pastand 2 kan generaliseres sdledes, at ordet interval overalt
erstattes af ordet mengde. Man ma sa selvfolgelig definere precist, hvad en
lukket og begraeenset mengde er.

Eksempel 109 Lad funktionen f vere defineret pa mengden D = [0,1[U[2, 3]
ved
oz for 0<z<1
flo)= z—1 for 2<x<3

Sa er f kontinuert i ethvert punkt af sin definitionsmaengde D. Dermed er f
altsa en kontinuert funktion. Det ses ogsa, at f er voksende og dermed injektiv.
Den inverse funktion f~1 er defineret pa veerdimaengden for f, nemlig intervallet
[0,2]. Den inverse funktion er givet ved

Y for 0<y<1

-1 o
W)= y+1 for 1<y<2

f~1 er dbenbart ikke kontinuert i 1.



Kapitel 3

Differentiabilitet

3.1 Definitionen af Differentiabilitet og Differ-

entialkvotient

Vi minder om definitionen pa begrebet differentiabilitet.

Definition 110 En funktion f defineret i et interval omkring punktet (tallet)
a kaldes differentiabel i a, hvis grenseverdien

i L @)~ (@

T—a xr—a

eksisterer. Graenseverdien kaldes differentialkvotienten of f i a og betegnes med
1 (a) eller med % . En funktion f defineret i [a, b] kaldes differentiabel fra

hgjre i a, hvis den ensidige grenseverdi

L @) =1 (@

zla r—a

eksisterer. Analogt defineres differentiabilitet fra venstre. Er funktionen f differ-
entiabel i ethvert punkt af sit definitionsomrade, sa kaldes den blot differentiabel.
Funktionen f' givet ved x — [’ (z) kaldes den afledede af f.

Bemeerkning 111 Ndr man siger, at en grenseverd:i eksisterer, sa mener

man, at den eksisterer som et tal, altsi tkke som et af symbolerne oo. Huvis
f(@z)—f(a)
—a

x

altsa — 00 for x — a, sa er f ikke differentiabel i a.

29
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3.2 Egenskaber for differentiable funktioner

Som man nok erindrer fra tidligere undervisning, er det noget besveerligt at
bruge definitionen direkte. Men ved brug af definitionen udledes de velkendte
resultater vedrgrende differentiation af sum, produkt, kvotient og sammensat
funktion:

Saetning 112 Antag, at f og g er differentiable i a. Si er f + g og fg begge
differentiable i a, og

(f +9) (a) f'(a) + 4 (a)
(f9) (@) = f'(a)g(a)+f(a)g (a)

Hvis desuden g (a) #0, sd er % differentiabel i a, og

IAY g — 9@ [ (a) ~ f(a)g'(a)
(9> (@) g(a)®

Seetning 113 Hvis g er differentiabel i a og f er differentiabel i g(a), sd er
den sammensatte funktion f o g differentiabel i a, og

(fog) (@)= f(g9(a) g (a)
Her fglger nogle simple gvelser, hvor man blot skal bruge disse ”regneregler”.

Ovelse 114 Find f' (z), ndar

f(z) = 3sinz + Tcosz
f (@)=

flz)=
flz)=

Saetnlng 115 Huis f er differentiabel i a, sd er f kontinuert i a.

1+2m

— sin (2z)

Bevis. Vi har, at

f@)—fla)
T—a — f(a)
for x — a. Dette medfgrer specielt, at
T —a

for alle z i et passende lille interval omkring a. Anderledes skrevet, og med
M =|f"(a)| + 1 fas
[f () = f(a)] < M|z —al
Men heraf fas klart, at lim,_, f () = f (a). Altsa er f kontinuert i a. m
Fgr naeste seetning, Rolles seetning, viser vi en hjslpessetning - et sakaldt
lemma.
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Lemma 116 Huis f er differentiabel i a med f' (a) > 0, sd findes der et interval
I med midtpunkt i a, sd for alle x € I med x # a, vi har

f@)-f@
T—a
Bevis. Eftersom vi har, at
lim f(w) —f(CL) If/(CL)
z—a T—a

og f’(a) > 0, mé der eksistere et interval I med midtpunkt i a, s&

f (:E) — f (a) ! 1 /
L )| < 55 @)
for alle x € I med = # a. Men heraf fglger specielt, at

f@) = fla) 1

T —a 2
hvoraf pastanden fglger. m

Saetning 117 Rolles Satning. Lad f vere kontinuert pa det lukkede interval
[a,b], og differentiabel i det dbne interval |a,bl. Antag yderligere, at f (a) =
£ (b) =0. Sé eksisterer der et tal £ € |a,b], sd f'(§) =0.

Bevis. Hvis f er konstant lig med nul, s& er f' (z) = 0 for alle z € a,b|.
Hvis ikke f er konstant lig med nul, sa har f enten en positiv stgrsteveerdi
pa intervallet [a, ], eller den har en negativ mindsteveerdi (evt. begge). Dette
folger af, at f er kontinuert pa det lukkede interval. Antag, at f har en positiv
storsteveerdi. Lad £ veere det punkt, i hvilken stgrsteveerdien antages. Vi har
abenbart, at & € Ja, b[. Vi vil vise, at f'(£) = 0. Antag, at f'(£) > 0. S& har vi
ifglge lemmaet ovenfor, at

f) - f(©)

z—§
for alle i et interval med midtpunkt i £. Men i det interval har vi sa, at
f(x) > f (&) for z > & hvilket er en modstrid med at f (&) er stgrsteveerdien
for f. Hvis i stedet f'(£) < 0, ville vi p4 samme méade finde, at f (z) > f (&)
for punkter neer £, der opfylder x < £. Igen en modstrid. Altsd ma f’ (£) = 0.
Har f ingen positiv stgrsteveerdi, men en negativ mindsteveerdi, sa har —f en
positiv stgrsteveerdi, og resultatet fglger heraf. m

>0

Saetning 118 Middelverdisetningen. Lad f vere kontinuert pa det lukkede
interval [a,b], og differentiabel i det dbne interval Ja,b[. Sé eksisterer der et tal
¢ €la,b|, sd
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Bevis. Betragt funktionen h defineret ved

h(z) = (b—a)(f(z) - f(a)) = (z—a)(f (b) - f(a))

S& er h abenbart kontinuert pa det lukkede interval [a, b], og differentiabel i det
abne interval ]a, b[. Endvidere har vi, at h (a) = h (b) = 0. Ifplge Rolles ssetning
findes der derfor et tal £ € Ja,b[, s& b’ (§) = 0. Men A/ (z) = (b—a) f' (z) —
(f (b) = f (a)), sa

0="n (&) =(b—a)f (&) —(f) -~ f(a))
hvoraf pastanden fglger. m

Sxetning 119 Den udvidede middelverdisetning. Lad f og g begge veere
kontinuerte pé det lukkede interval [a,b], og differentiable i det dbne interval
la,b[. Sé eksisterer der et tal £ € |a,b[, sd

(f (0) = f(a)g" (&) = (g () — g (a)) f' (&)

Bevis. Beviset ligner beviset for middelveerdissetningen: Betragt funktionen
h defineret ved

S& er h abenbart kontinuert pa det lukkede interval [a, b], og differentiabel i det
abne interval ]a, b[. Endvidere har vi, at h (a) = h (b) = 0. Ifplge Rolles ssetning
findes der derfor et tal £ € Ja,b[,sa b/ (§) = 0. Men b/ (z) = (g (b) — g (a)) f' (z)—
g (@) (f (b) = f (a)), sa

0="hr"(&) =(g(b) —g () f' (&) =g (&) (f () — f(a))
hvoraf pastanden fglger. m

Saetning 120 Lad I vere et dbent interval og lad f: I — R vere differentiabel
i I med f'(z) =0 for allex € 1. S& er f konstant.

Bevis. Lad z1 og z2 veere to punkter fra I. Vi kan antage, at 1 < z9. Vi
vil vise, at f har samme veerdi i disse punkter. Af middelvaerdissetningen fas, at
der eksisterer et tal £ € |z1, x3], s&

T2 — I1

=19
men ifglge antagelsen er f/(£) =0, s& f (z2) — f (1) =0. =
Saetning 121 Lad I vere et dbent interval og lad f: I — R vere differentiabel

i 1. Sd gelder, at f er voksende i I, hvis og kun hvis f' () > 0 for alle x € I,
og ikke lig med 0 i noget delinterval af I.
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Bevis. Antag fgrst, at f er voksende i I. Lad = € I. S& har vi for all t € T

med t # x, at
-1

Men heraf fglger umiddelbart, at

>0

/ @)~ f(=)
fi(z) = lim —=—
Hvis f/ () = 0 for alle z i et delinterval af I, sa ville f veere konstant i det in-
terval og dermed ikke voksende. Altsa er f/ ikke lig med nul i noget delinterval.
Antag nu omvendt, at f’ (z) > 0 for alle = € I, og ikke lig med 0 i noget delinter-
val af I. Lad z1 < zo. Vi skal vise, at f (z1) < f (z2). Af middelveerdissetningen
fas, at der eksisterer et tal £ € |z, 23], s&

flz2) = f(21)

T2 — 1

=19

Altsa har vi, at f(xz2) > f(x1). Hvis f(22) = f (x1) ville f veere konstant i
intervallet [z1, z2]. Men s& ville f’ veere nul i intervallet [z1, 2] i modstrid med
antagelsen. m

3.3 D’Hospitals regel

Som vi tidligere har set gaelder der, at hvis lim,_,, f (z) og lim,_., g (x) begge
eksisterer, og hvis den sidste er forskellig fra nul, sa eksisterer ogsa lim,_., ’;J(%Z
og den er lig forholdet mellem de to graensevaerdier. Hvad stiller vi s op med
det tilfeelde, hvor lim,_, g () = 0 ? Opforslen af H2) for 2 — a er normalt ikke

9(z)
et problem, nar lim,_.,, f (z) # 0, idet naevnerens forsvinden, sa blot betyder,
at ‘g Eg ‘ — oo for z — a. Neermere deltaljer om fortegn vil afhsenge af med

hvilket fortegn g (z) nsermer sig nul. Dette vil ofte atheenge af om x | a eller
x T a. Vi giver et par eksempler.

Eksempel 122 Vi har, at ;—; — oo for x — 0 og % — oo for x | 0, men

@

& — —oo forxz T0.

Vi betragter nu det tilbagevaerende problem, hvor bade teeller og naevner gar
mod nul. Vi giver fgrst en raekke simple eksempler, der skal vise, at man intet
umiddelbart kan slutte alene ud fra den kendsgerning, at teeller og nsevner gar

mod nul.

Eksempel 123 Betragt % for © — 0. Bdde teller og nevner giar mod nul.
Grenseverdien er dbenbart 17.

Eksempel 124 Betragt Y& for x — 0. Bade teller og navner gir mod nul. Vi

z3
har%:i—l%ooforxHO.
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zsin( L
Eksempel 125 Betragt Jmiz for x — 0. Bade teller og nevner gar mod nul.
zsin( L
Vi har (

@

) = sin (%), der ingen grenseverdi har for x — 0.

Saetning 126 I’Hospitals regel. Lad f og g vere differentiable i |a,b[, hvor
—00 <a<b< oo, med g (x) #0, for alle x € |a,b]. Antag, at

f' (z)
g (v)

—Aforz|a

Sa gelder, at hvis enten
f(@)—009g(x)—0forz|a
eller
g(x) = oo forx|a

da har vi, at
f (=)
g(z)
Seetningen gelder ogsd nar x© | a erstattes af x T b. Setningen gelder uanset
om A,a og b er et tal eller star for et af symbolerne +oo.

—Aforz|a

Bevis. Bevis nummer 1. Vi betragter kun det tilfeelde, hvor bade a og A er
tal, og hvor ¢’ (z) > 0 for alle x € ]a, b[. Tilfseldene A = +o0 og/eller a = —co
kan klares ved mindre sendringer i beviset. Det samme gelder, hvis i stedet
g (z) <0.

Vi betragter forst tilfeeldet f (z) — 0 og g () — 0 for = | a. Lad ¢ > 0. Hvis
L@ A for z | a s& vil der eksistere et tal § > 0, sa

q'(z)
/
A—-e< M <A+e
g (x)
for alle © € Ja,a + J[. Heraf fas, at
(A-e)g' (2) < f'(z) <(A+e)d (x)

for alle x € ]a,a + [. Vi kan abenbart antage, at f og g er definerede i a og har
funktionsveerdien 0 i dette punkt. Ved integration af uligheden ovenfor fas

t t t
/ (A—¢e)g (z)dx </ 1 (z)dx </ (A+e)g (z)dx
for alle t € Ja,a + 0[. Heraf fas umiddelbart
(A=e)g®) <f() <(A+e)g(?)
Da ngdvendigvis ¢ (t) > 0 for t € Ja, a + [ folger heraf

A—€<@<A+s

g9(t)
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for alle ¢ € Ja,a + §[. Da vi altsa til ethvert £ > 0 kan bestemme et § > 0 s&
ovenstéende ulighed er opfyldt, har vi vist, at % — Afort | a..

Betragt nu tilfaeldet hvor g () — oo for 2 | a. Vi har nu som ovenfor, at der
eksisterer et tal § > 0, sa

(A=e)g (z) <f'(z) <(A+e)g ()

for alle = € ]a,a + 0[. Ved integration af denne ulighed fra s til ¢, hvor a < s <
t<a-+ofas

/:(A—E)g/(x)dx</Stf'(x)dx</:(,4+€)g/(x)dx
Heraf fas

(A=e)(g®)—g(s) <(f() = f(s) <(A+e)(g(t) —g(s))
Videre fas

(t) = f(s
A—e< <A+e
(t)—g(s)
Dette kan omskrives til
fls) _ 1)
A—e< 9(s) 9(s) <A+e
35
9(s

der igen kan omskrives til

BNARTONIIG IO
4 ’5)(1 g<s>>+g<s><g<s><(“5)(1 g<s>>+g<s>

Da {8 _ 0 og 2,0 for s | a fas derfor, at der eksisterer et positivt tal

g(s) g(s)
01 < 9, sa !J]l(%) < € og %(%

er valgt mindre end A, at

< ¢ for s € |a,a + 01]. Derfor fas nar A > 0 og ¢

(A-e)(1—¢)—e< I <(A+e)(1+e)+e
g(s)
Heraf fplger igen pastanden. Hvis A < 0 skal sidste del sendres lidt.
Bevis nummer 2. For fgrst at give idéen i beviset, lad A veere et tal. Lad der
vaere givet et vilkarligt lille interval omkring A. Lad os sige det er |p, ¢[. Vi vil
s& vise, at der findes et interval ]a, c[, s& p < ’;J(% < ¢ for alle = € Ja, c[. Dette

vil netop bevise, at % — A for x — a. I det folgende forudsaetter vi dog ikke,

at A er et tal.

Tag forst tilfzeldet —co < A < oo. Lad g veere et vilkarligt tal sterre end A.
Velg r, s8 A < r < q. Af det givne folger, at nar x ligger i et passende valgt
interval |a, ¢1[,s& geelder

[ (@)

g (z)

<r
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Betragt nu tal z og y, der opfylder ¢ < z < y < ¢;. Ifglge den udvidede
middelveerdiseetning eksisterer der et tal £ mellem z og y, sa

fl@)—f )
g(x)—gy) (&)

Hvis nu forudsaetningerne f (z) — 0 og g () — 0 for z — a er opfyldt, sa far vi
ved ovenfor at lade x — a, at

<r ()

~

)
y)
og det gaelder abenbart for alle y € Ja, ¢1].

Hvis i stedet forudssetningen g (z) — oo for © — a er opfyldt, veelg s& for
det givne y tallet ca € Ja,y[, s& g(z) > g (y) og g(x) > 0 for = € |a, c2[. Gang
nu (*) med %ﬂ. Sa finder vi

=r<gq

m =

fa) -y _ 9@ -9 90
g (z) g (x) g ()
e (@ W .t
J& 9 TY)
0@ = @ )
Da g (x) — oo for £ — a kan vi bestemme et tal cs € ]a, ca, s& vi for z € Ja, c3|
har
f(z)
a() ~

Under begge seet forudssetninger har vi vist, at der findes et tal ¢ > a, sa % <q

for alle z € |a, c[. Hvis nu faktisk A = —o0, s& er vi feerdige, idet dette viser, at

J;J(%l — —oo for  — a. Hvis —0o < A < oo kan vi p4 samme made vise, at der

til ethvert p < A findes et tal d > a, s& ];Eg > p for alle z € Ja,d[. Hvis A = 00

viser dette pastanden. Hvis —oo < A < 00, seet h = min (¢, d). S& har vi vist, at
p< J;J(% < q for x € ]a, h. Dette beviser, at J;J(% —~ Aforz —a. m

Bemseerkning 127 Forste bevis udnytter, at det for en differentiabel funktion
f geelder, at f' er integrabel og f: f'(x)dz = f(b) — f(a). Dette gelder ikke
generelt for Riemann-integralet, men det gelder for det generaliserede Riemann-
integral.

Eksempel 128 Vi skal for x — 7 undersgge

sin? z

1+ coszx

Vi ser, at f (z) = sin’x — 0 og g(x) = 14 cosz — 0 for x — w. Vi har, at

g (z) = —sinz, som er forskellig fra nul for x # m i et interval omkring w. Vi
kan altsa bruge I’Hospitals regel. Vi finder
f'(x) 2sinzcosx

= = -2 2
g () —sinzx cosE
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for x — w. Derfor har vi ogsa, at

. 9
lim f(z) . sin”

e—m g(z) ror 1+ cosT
Bemszerkning 129 Som det undertiden (ofte?) er tilfeldet, kan grensever-
dien i eksemplet ovenfor udregnes uden brug af I’Hospitals regel. I dette tilfelde
saledes:

sin? 1—cos’z (1 —cosz)(1+ cosx)

1+ cosx 1+cosz 1+cosx
= 1—cosx—2

for x — .

Eksempel 130 Vi vil for x — 0 undersgge

et —1—=x

72

Med f(z) =e* —1—x og g(z) = 22 har vi f (x) — 0 og g(x) — 0 for z — 0.
Da ogsé ¢’ (x) =2x £ 0 for x # 0 kan vi bruge I’Hospitals regel:

@) e 1
g () 2z

Men teller og nevner i denne nye brok gar begge mod nul. Vi har dermed et nyt
problem, pa hvilket vi vil bruge ’Hospitals regel. Navnerens differentialkvotient
er 2, der jo er forskellig fra nul, sa anvendelsen af I’Hospitals regel er iorden:

e’ 1
- =
2 2
for x — 0. Derfor har vi ogsa
iy 1L
z—0 21 - 2
og dermed
i e’ —1—x 1
250 x2 2

Eksempel 131 Vi vil for z | 0 undersgge xInx. Opforsien er ikke indlysende,
da der er en tovtreekning mellem de to faktorer: Den forste treekker mod O den
anden mod —oo. Udtrykket er jo ingen brok, men kan omskrives til en sadan:
Inx
zlny = 4
Da g (z) = % — o0 forxz | 0 og da ¢’ (z) = —z—lz # 0, kan vi bruge I’Hospitals
regel:

=—x—0

1
z2

for x | 0. Vi konkluderer, at xlnz — 0 for x | 0.
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Bemaerkning 132 Man kunne selvfalgelig ogsa have omskrevet produktet til en
brok sdledes:

T
rlnz = ——

Inz
I’Hospitals regel anvendt pa denne brok hjelper os dog ikke, idet vi far
1
T = —z (In z)?
S (ma)? Tz

hvis opforsel er endnu mere ukendt end opforslen af xlnx.

Eksempel 133 Vi gnsker at undersgge

n
(13
n
for n.— oo. Hvad der sker er ikke indlysende, da det nok er rigtigt, at 1 + =
begynder at ligne 1, ndr n bliver stor, men til gengeld skal det ganges med sig

selv n gange, huvilket jo er et stort antal gange, nar n er stor. Udtrykket er jo
ikke en brok, men dets logaritme kan skrives som en brok:

m((1+3)) =nm(1+2) = i+

Da béde teller og nevner g (n) =+ gdr mod nul, og da g' (n) = —23 # 0, kan
vi bruge I’Hospitals regel:

1 =
-3 1+ 2
for n — oo. Altsa har vi, at ogsd In ((1 + %)n) — x, og dermed, at

lim (1+%)" =&

n—oo

Eksempel 134 Vi vil for x | 0 undersgge opforslen of udtrykket

Inz + =
N
Det er igen ikke indlysende, hvad der sker, idet de to led trekker i forskellig
retning. Vi omskriver

Inz + — Velnz +1

77 )
Vi betragter \/x Inx. Dette udtryk kan omskrives: \/xrInz = 2\/zln (\/x). Men
da tlnt — 0 for ¢ | 0, fér vi, at \/xln (y/x) — 0 for z | 0. Hermed konkluderer

vi, at

Inxz +

j_ \} (Valnz +1) —
forxz | 0.
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Eksempel 135 Vi gnsker forst at undersgge udtrykket

for x — oo. Vi omskriver u (z) til

T 42
e’ dt
u(@) = b

Bade teller og naevner gar mod uendelig for x — oo. ’Hospitals regel anvendes:

2
e’ 1
2we 2 0

for x — oo. Altsd har vi ogsd, at u(x) — 0 for x — oo. Betragt dernest
udtrykket

Vi omskriver udtrykket til
* et dt
au(x) = —fole

_eZK
x

2

Det er klart, at telleren gar mod uendelig for x — oo, men dette geelder ogsa for
2

naevneren, hvilket en hurtig anvendelse af I’Hospitals regel pd broken % viser.
Anvender vi nu ’Hospitals regel pé det sidste udtryk for zu (z) fas

2
e 1
= —

1
2-L)e 2-% "2

for x — oco. Altsd har vi ogsd, at zu(x) — % for x — oo. Betragter vi dernest

udtrykket
x 42 1, x
z? (xu(x) - l) - ffo ¢ di — 2¢

2

x—Qer

sa ser vi, at nevneren gar mod uendelig. Hvad telleren angar, er det ikke sa
klart, men bemeerk, at ’Hospitals regel ikke forudsetter noget om telleren, nar
blot naevneren gar mod uendelig. I’Hospitals regel bruges og giver

o et dt ze= o edt 1
= — —
(=223 4 2z 1) e** 27242 4
for x — oco. Altsd har vi ogsd, at x> (xu (z) — %) — % for x — oo. Vi har

hermed fundet, at u(x) for store verdier af x i det vesentlige er givet ved

11
w4
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Man taler om en asymptotisk udvikling for w (x). Flere led i en sddan asymp-
totisk udvikling for w(z) fas lettest ved gentagen brug of delvis integration. I
folgende Maple-kommando er disse integrationer automatiserede:
with(student,intparts):

N:=5:

for k to N do u:=combine(expand(intparts(u,1/t"(2*k-1)))) end do;

Resultatet er, at vi har

3 15 (2N)! 1 of 1
+ﬁ+16 7 T '(zx)gNHJr 22N+3

1.

290

al 1
= Z 2n+1+0 22N+3

Dette udsagn betyder her konkret, at der til det givne N eksisterer en konstant
Cn, sa

1
427

u(z) =

N

Z 2n+1

=0

C
<
22N+3

for alle x > 1. Bemerk dog, at den uendelzge reekke

oo
Z 2n+1

er divergent for alle x € R. Dette betyder, at for enhver given verdi af x wvil
summen
2n)! 1

i

kunne ggres vilkarligt stor ved blot at vaelge N stor nok.

Eksempel 136
3.4 Differentiabilitet i eksceptionnelt punkt

Det fglgende resultat kan ofte veere nyttigt ved afggrelsen af om en funktion er
differentiabel i et eksceptionnelt punkt.

Seetning 137 Antag f er en reel funktion, der er kontinuert i [a,b] og differ-
entiabel i |a, b].

1. Huis f'(z) — oo (eller —<) for x | a, s er f ikke differentiabel i a.

2. Hwvis f'(x) — A for z | a, hvor A er et tal, si er f differentiabel fra hojre
1 a med differentialkvotient A.
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Bevis. Middelveerdissetningen anvendes pa f pa intervallet [a, x], = €]a, b].
Til z findes et tal & €a, z[, s&

f(z) = f(a)

Tr—a

=f'(€)

Begge resultater fglger nu umiddelbart af definionen pa differentiabilitet. F.eks.
fas i forste tilfeelde, at

fz) — f(a)

—ooforz |a
T—a
hvorfor f ikke er differentiabel i a. m

Eksempel 138 f(x) =+/z. Da f'(z) = 55= — oo for x | 0 geelder, at f ikke
er differentiabel i 0.

Eksempel 139 f(x) = arcsin(z). Da f'(z) = == — oo for z | 1 og for

1—x2
x | —1 gelder, at f ikke er differentiabel i 1 og —1.
Bemsaerkning 140 Argumentet er ikke det ofte horte: ”"Da man tkke kan di-
videre med nul, giver f'(a) ingen mening. Derfor er f ikke differentiabel”. f'(a)
kan kun skrives ned, hvis man allerede ved, at f er differentiabel i a. Det kan
derfor ikke bruges til at vise, at f ikke er differentiabel!

Man kunne méske tro, at forudssetningen f’(xz) — oo for = | a kunne er-
stattes af forudssetningen f’ ubegreenset i enhver omegn om a, eller méaske af
det endnu svagere, at limg|, f'(x) ikke eksisterede. At dette ikke er tilfaeldet
viser fglgende to eksempler.

Eksempel 141 f(z) = 2?sin(L) for  # 0, f(0) = 0. Da lim,_.o J_u_lfm—fo =

zsin(1) — 0 forﬂc —0erf dzﬁemntmbel i 0 med f'(0) = 0. Men f( ) =

2z sin l —cos L har ingen grenseverdi for x — 0.

Eksempel 142 f(z) = 2?sin(%) for z # 0, f(0) = 0. Som ovenfor er f dif-
ferentiabel i 0 med f'(0) = 0. Vi finder f'(z) = 2z sinml—2 — %cos m—lz, der er
ubegrenset i enhver omegn om (.

Her er nogle eksempler at gve sig pa.

Ovelse 143 Betragt funktionen [ givet ved f(xz) = /x. Underssg, om f er
differentiabel i 0.

Dvelse 144 Betragt funktionen f(x) = z3arccosz. Undersog differentiabilitet
1 1.
Dvelse 145 Vis, at funktionen f givet ved f (x) = % forxz #£0 og f(0) =
er differentiabel i 0 med differentialkvotient 0. Gor det pa to mader:

1. Ved brug af definitionen pé differentiabilitet.

2. Ved brug af ovenstiende saetning.
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Kapitel 4

Specielle Funktioner

Med udtrykket speciel funktion menes i denne fremstilling en funktion, som har

faet et af alle anerkendt navn. Eksempler pa sadanne funktioner er In, exp, sin, cos, tan

og cot. Vi giver i det folgende flere eksempler.

4.1 Elementaere specielle funktioner

4.1.1 De omvendte trigonometriske funktioner

Afsnittet kunne blive endog meget kort: De trigonometriske funktioner er ikke
injektive - en umulig egenskab for en periodisk funktion - derfor har de in-
gen omvendte funktioner. Men netop p.gr.a. periodiciteten, kan man ngjes med
kendskab til den pagaeldende trigonometriske funktion pa et vilkarligt periodein-
terval. Eksempelvis er sinusfunktionen, der jo er periodisk med perioden 2,
helt fastlagt, hvis den kendes pa intervallet |—7, 7]. Desuden har sinusfunktio-
nen egenskaben sin (7 — ) = sinz, for alle € R. Dermed bliver det nok at
kende sinusfunktionen pa intervallet [—%, %] Pa dette interval er sinusfunktio-
nen imidlertid voksende. Indskraenker vi derfor blikket til dette interval, ja s&

har sinusfunktionen en omvendt funktion.

Definition 146 Funktionen arcsin er den omvendte funktion til restriktionen af
sinusfunktionen til intervallet [—%, %] . Dens definitionsomrdde er altsd [—1,1],

og for alle x € [—1,1], geelder at

. . T
arcsize =y <= T =smy Ny € [—5, 5]
Definition 147 Funktionen arccos er den omwvendte funktion til restriktionen af

cosinusfunktionen til intervallet [0, 7] . Dens definitionsomrade er altsd [—1,1],
og for alle x € [—1,1], geelder at

arccosz =y <=z =cosy Ay € [0, 7]

43
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Definition 148 Funktionen arctan er den omwvendte funktion til restriktionen
[. Dens definitionsomrade er altsa R,

T

af tangensfunktionen til intervallet ] 5,5

og for alle x € R, geelder at

m™ T
arctanx:y<:>:Jc:tany/\y€}—§,§[

Bemszerkning 149 I mange fremstillinger staves navnene med stort A. Alter-
native skrivemdder er (specielt i amerikansk litteratur) sin~! z for arcsin z, cos™
forarccos z og tan~"' x for arctan . Det mda kraftigt understreges, at sin™" = ikke

betyder den reciprokke til sinz, altsa ikke ﬁ

Saetning 150 Funktionerne arcsin,arccos og arctan har folgende egenskaber:

1. Alle 8 er kontinuerte funktioner.

2. Alle 3 er differentiable (for arcsin og arccos undtagen ¢ +1). Differen-

tialkvotienterne er

1
% arcsinr — ﬁ
d B 1
% arccosr = — ﬁ
1
iz arctanxr = 1122

3. arcsin og arctan er ulige og voksende. arccos er aftagende (og hverken lige

eller ulige).

Bevis. Fogrste pastand fglger af, at den omvendte funktion til en kontinuert
funktion (defineret pa et interval) er kontinuert. Anden pastand fglger af, at
den omvendte funktion f~! til en funktion f , der er differentiabel i 2 med

f'(x) # 0, selv er differentiabel i y = f (z) med differentialkvotient

Hermed fas med f = sin og = € ]—%,%[,y =sinz, at

. 1 1 1
arcsin’ (y) = = — = =
COST  44/1 —sin“xz £y/1—y

men da x € ]—%, 3 [ er cosx > 0, si vi skal veelge fortegnet +. Derfor fas

1

i

arcsin’ (y) =

hvilket vi skulle vise. Differentialkvotienterne for arccos og arctan findes pa

ganske analog made.

1

T



4.1. ELEMENTZARE SPECIELLE FUNKTIONER 45

Det gzlder generelt, at den omvendte funktion til en voksende funktion er
voksende, og at den omvendte funktion til en aftagende funktion er aftagende.
Deraf fglger en del af tredie pastand. Resten fglger af, at det ogsa gaelder generelt,
at den omvendte funktion f~! til en ulige funktion f er ulige. Dette kan vises
saledes:

y = [Tlo)e=-r=fy)=z=-f(=F(y
= —y=fT@)=y=—f"(2)

Altsa ser vi, at f=!' (—z) = —f~! (z) for alle z. m

Bemaerkning 151 Summen af de afledede af arcsin og arccos er abenbart 0.
Altsa

o (arcsinz + arccosz) = 0
x

for alle x € |—1,1[. Dermed er arcsin+ arccos en konstant ¢ |—1,1[. Men da
funktionen er kontinuert pd intervallet [—1,1] er den konstant ogsd pd dette
interval. Da arcsin 0 + arccos 0 = 5, har vi altsd, at

. ™
arcsin r + arccosx — 5

for alle x € [—1,1]. Dette resultat siger egentlig ikke andet end at summen af
de to spidse vinkler i en retvinklet trekant er .

2
Dvelse 152 Vis, at for alle x # 0 geelder
1
arctan x + arctan — = 5 Signum (2)
x

hvor signum (z) er 1 for x >0 og —1 for z < 0.

4.1.2 De hyperbolske funktioner og deres omvendte funk-
tioner

Den velkendte definition pa de trigonometriske funktioner sin og cos er jo fgl-
gende: Lad P veere det punkt pa enhedscirklen, der ligger i en vinkelafstand fra
x-aksen pa v (regnet med fortegn og malt i radianer). Dette punkt har et saet
koordinater, der hver for sig ma veere en funktion af v. Punktet P’s x-koordinat
kaldes cosv og det y-koordinat kaldes sin v.

Vi skal nu indfgre to funktioner, hvis navne minder om sin og cos. De
kaldes henholdsvis sinh og cosh. Disse betegnelser er forkortelser for sinus hy-
perbolsk og cosinus hyperbolsk. De er i en vis forstand meget mere banale end
de trigonometriske funktioner sin og cos, idet de blot defineres ud fra eksponen-
tialfunktionen, som fglger.

Definition 153 For alle x € R settes

sinhx =

coshx =

N~ N~

(¢ + )
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Man definerer funktionerne tanh og coth analogt med de trigonometriske,
nemlig saledes:

Definition 154 For alle x € R settes

sinh x
tanh x =
coshx
og for x # 0 settes
cosh x
cothz = —
sinh «

Bemaerkning 155 Idet eksponentialfunktionens definitionsomrade kan udvides
til de komplekse tal (uden tab af den fundamentale exp-regel) kunne vi ligesd godt
med det samme have defineret de hyperbolske funktioner i C. Vi skal dog nasten
udelukkende gore brug af dem som reelle funktioner af en reel variabel.

Saetning 156 De hyperbolske funktioner sinh og cosh har folgende egenskaber:

1. Begge er differentiable overalt og d% sinhx = coshz og dim coshx = sinhx
for alle x € R.

2. sinh er voksende og ulige. cosh er lige.

3. Der gelder for alle x € R, at cosh?z — sinh?z = 1 (”Den hyperbolske
idiotformel” ).

4. Der gelder for alle x € R, at cosh? z + sinh? # = cosh 2z (”Dobbeltargu-
mentformel for cosh”).

5. Der geelder for alle x € R, at sinh 2z = 2sinh x cosh z (” Dobbeltargument-
formel for sinh”).

Bevis. Beviset for 1 og 2 overlades til leeseren. Pastand 3 og 4 vises saledes:

cosh?z +sinh’>z = 1 (ez + e*z) i + l (ez - e*z) i
2 2
_ 2x —2x 1 2x —2x
= 1 ( +2+e %)+ 1 (e 2+ e 27)
_ { % 2e 4 6_2””) =cosh2x med +

med —
Péastand 5 vises pa lignende vis. ®

Definition 157 Den omvendte funktion til sinh kaldes arsinh (7area sinus hy-
perbolsk”). Den er altsd bestemt ved wkvivalensen

y = arsinhz <= = sinhy



4.1. ELEMENTZARE SPECIELLE FUNKTIONER 47

Definition 158 Den omvendte funktion til restriktionen af cosh til intervallet
[0, 00| kaldes arcosh (7area cosinus hyperbolsk). Den er altsd bestemt ved @kvi-
valensen

y =arcoshx <= x =coshy Ay >0

Bemaerkning 159 I mange fremstillinger staves navnene med stort A. Alter-
native skrivemdder er (specielt i amerikansk litteratur) sinh ™' & for arsinha og
cosh™ z for arcoshz. I Maple skal stavemdden (merkverdigvis) vere arcsinh
og arccosh.

Da sinh og cosh kan udtrykkes ved eksponentialfunktionen, kommer det nok
ikke som nogen stor overraskelse, at de omvendte funktioner arsinh og arcosh
kan udtrykkes ved den omvendte funktion til eksponentialfunktionen, nemlig
logaritmefunktionen.

Saetning 160 arsinh kan udtrykkes ved logaritmefunktionen sdledes
arsinhz = In (:Jc +V1+ xQ)

for alle x € R. Punktionen arcosh kan udtrykkes ved logaritmefunktionen sdledes

arcoshz =1In (x + M)
for alle x > 1.
Bevis. Vi har for zx € R
y = arsinhzx <= x =sinhy = % (ey _ e,y)

2r+ A2 v 4
S

— e _2pe¥ —1=0<=¢Y = r+vVz2+1

Daz—+v22+1<0foralle xz € R, og da eV <0 for alle y € R, har vi altsa

y=arsinhz < eV =2+ 22 +1

hvoraf fas, at arsinh = = In (x +VaZ+ 1).
For arcosh forlgber argumentet saledes. For > 1 har vi

1
y = arcoshx<:>x:coshy:§ (e +e ) Ay>0

20 & /422 — 4
— 629—2xey+1:0/\y20<:>ey:%:x:l:\/xQ—l/\yZO

Daz—ViZ—1<léesz—1<ViZ—le(z-1)0 <a®—1lea-1<
r+1<= —-1<1,0ogdaey>1fory>0fas

y=arcoshz < e =x+ /22 -1
hvoraf fas, at arcosh y = In (x + Va2 — 1). [
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4.2 Andre specielle funktioner

Bortset fra to eksempler, gammafunktionen og Lamberts W-funktion, ger vi
her kun lige netop opmeerksom pa eksistensen af et vaeld af specielle funktioner.
Maple kender szerdeles mange af dem, og mange er omtalt i Schaums handbog.
4.2.1 Gammafunktionen

Gammafunktionen defineres saledes
I'(z) = / et dt
0

for z > 0. Definitionen kan udstraekkes til den komplekse plan, idet man i fgrste
omgang forlanger, at Rexz > 0. Vi vil kun betragte I' (z) for reelle z. Integralet,
der definerer funktionen er jo uegentligt, s det forste der ma afklares er, om
integralet overhovedet er konvergent.

Saetning 161 For x > 0 er det uegentlige integral

F(w):/ et lat
0

konvergent. For x < 0 er integralet divergent.

Bevis. Hvis 0 < =z < 1 er integralet uegentligt af to grunde: Foruden at
veere et integral over [0, oo, har integranden en singularitet i 0. Vi deler derfor
integralet op (uanset om z < 1 eller > 1):

1 0
/ e "t dt + / e 't ldt = I + Iy
0 1
Vi vil bruge sammenligningssaetningen for uegentlige integraler pa begge inte-
graler, men pa forskellig vis. Pa integralet I; vurderes integranden saledes
0 S e—tt:t—l S tm—l

gaeldende for alle t > 0 og x > 0. Men integralet fol t*~1dt er enten et egentligt
(nemlig for = > 1) eller et konvergent uegentligt integral (nemlig for 0 < z < 1).
Derfor er det samme tilfeeldet for I;. P& integralet I vurderes integranden
derimod saledes: For ¢ > 1 og « > 0 har vi

O S e*ttitfl S e*ttZK

Funktionen ¢ +— e 't* har stegrsteveerdi for ¢t = z, og den er My = e “x®. Altsa
har vi for alle t > 0, at e~'* < My, men sa gzelder ogsa, at

@) e
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for alle t > 0. Dette kan omskrives til
tTet < M12m67%t = Mge*%’5
nar My = M;2%. Altsa har vi
0<e "' < Mye 2

Men integralet floo e 3ldt er konvergent. Derfor er ogsa I konvergent. Da bade
I og I er konvergente, er [~ e 't*~ldt konvergent.
Nar xz < 0 gaelder for t < 1

0 S e—lt:t—l S e—ttm—l

Men det uegentlige integral fol t*~1dt er divergent for x < 0, si det samme er
I, og dermed fooo et 1dt. m

Saetning 162 Gammafunktionen opfylder folgende ligning for x > 0
F'(z+1)=2T(x)

Bevis. Ved delvis integration fas for ¢ > 0 og z > 0

c c
/ e~'trdt = —[e_ttm]g—i—ac/ et dt
0 0
c
= —efccz—l—m/ et lat
0

. . . oz 1
Men i beviset ovenfor, s vi, at der fandtes en konstant Ms, sa tTe~! < Moe™2?,

for t > 0. D.v.s. at ¢®*e ¢ — 0 for ¢ — oo. Ved denne graenseovergang fas derfor
af ligningen ovenfor, at

Fz+1) = / e ' dt = lim et dt
0

cC— 00 0

= lim (—e_ccm—&—x/ e_ttm_ldt)
C— 00 0
= lim (—e_ccm) + lim (m/ e_ttm_ldt)
CcC— 00 CcC— 00 0
= x/ e i dt = T ()
0
| ]

Korollar 163 Forn € N U {0} gelder

F(n+1)=n!
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Bevis. Vi har -
(1) :/ etdt = 1
0

Af saetningen ovenfor fas derfor, at

rQe = Pd+1)=1-T(1)=1
r3) = I@2+1)=2-T(2) =2
r4 = I'B+1)=3-T(3)=3-2=23!
I'(5) = I(4+1)=4-T(4) =431 =4I

o.s.v. (alternativ til ”0.s.v.” er et induktionsbevis). m
Vi kan altsé opfatte gammafunktionen som en udvidelse af fakultetsfunktio-
nen, der jo kun er defineret pé ikke-negative hele tal.

Definition 164 For x < 0 defineres I (x) succesivt sdledes: Forst settes for
—-1<x<0
I(z) = I'(z+1)

x
Hermed er T (z) ialt defineret for z € |—1,00[\ {0}. Dernest settes for —2 <
z<—1
I (z) = I'(z+1)

x
Hermed er T (z) ialt defineret for x € |—2,00[\ {0, —1}. Sdledes fortsettes. Pé
denne made er T (x) fastsat for alle x € R bortset fra ikke-positive hele tal (
0,-1,-2,-3,—4,... ).

Bemaerkning 165 I Maple betegnes gammafunktionen med GAMMA. For at
se grafen for gammafunktionen kan man prove kommandoen plot(GAMMA,-
5..5,-5..5,discont=true);

4.2.2 Lamberts W-funktion

Funktionen w —— we™ er voksende for w > —1 og aftagende for w < —1. Den
omvendte funktion til w — we®,w € [—1,00[ er Lamberts W-funktion. Den
betegnes i Maple med LambertW eller LambertW(1,...). Den er defineret for
x> —e ! ved

y = LambertW (z) <= x =ye’ ANy € [-1,00]

Den omvendte funktion til w —— we®,w € |—o00,—1] er en anden gren af
Lamberts W-funktion. Den betegnes i Maple med LambertW(—1,...). Den er
defineret for © > —e~! ved

y = LambertW (—1,z) <= x = ye’ Ay € |—o0, —1]

Vil man se et plot af de to omtalte grene af Lamberts W-funktion kan man
prove kommandoen plot( [LambertW (x),LambertW(-1,x)], x=-.5..4,numpoints=200);

Indenfor de komplekse tal er der uendeligt mange grene af Lamberts W-
funktion.



Kapitel 5

Integrabilitet

5.1 Ubegraensede Funktioner. Singulariteter

Definition 166 En funktion f kaldes opadtil begreenset i intervallet I, hvis dens
graf ligger under en vandret linie, altsd hvis f opfylder en ulighed af formen
f(x) < M for alle x € I, og hvor M er et tal. Den kaldes nedadtil begrenset
i I, hvis dens graf ligger over en vandret linie, altsa hvis f opfylder en ulighed
af formen f(x) > m for alle x € I, og hvor m er et tal. Funktionen kaldes
begreenset, hvis den er savel opadtil som nedadtil begrenset.

Eksempel 167 Funktionen f givet ved f (x) =T — 2 er opadtil begrenset, da
grafen holder sig under linien y = 7. Funktionen g givet ved g (z) =2 (z — 3)2 —
13 er nedadtil begreenset, da dens graf holder sig over y = —13.

Det kan veere praktisk at have et navn for det sted (/de steder) "hvor det
gar galt” eller ”hvor funktionen eksploderer”. Derfor den naeste definition.

Definition 168 Lad I vere et interval, og lad xq ligge © I eller vere et af
I’s endepunkter. En funktion f siges at have en singularitet i intervallet I be-
liggende i punktet xq (kort: at vere singuler i xg), hvis der findes en folge
X1,L2, T3y -y T, ... af tal fra I, med x, — xg, $d f (zn) — o0 (eller —o0) for
n — 00.

Bemesaerkning 169 Det folger umiddelbart af definitionen, at hvis f har en sin-
gularitet © I, sa ma f vere ubegreenset i I. For den omvendte pastand se senere.

Eksempel 170 Funktionerne sin, cos,arctan er begrensede pa hele R. Funktio-
nen tan er ubegraenset pa intervallet ]—%, 5 [, og har singulariteter 1 —% og 3.
Funktionen x — xsinz er ubegrenset pa R, og funktionen x — %sin (%) er
ubegreenset pd intervallet 10, 1], med en singularitet i 0. Funktionen x — e* er

pd R nedadtil begraenset, men ikke opadtil begranset.

o1
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Eksempel 171 Funktionen x — e'/* defineret for x # 0 har pé intervallerne
R 0910, 00| en singularitet i 0, da jo e'/* — oo for x — 0,. Derimod har den

ikke en singularitet pd intervallet |—o00,0[, da €'/ — 0 for x — 0_.
Dvelse 172 Huvilke af folgende funktioner er begreensede pd R: sinh, cosh, tanh,
T

1—e”
z

QAvelse 173 Er funktionen x —
laritet i 07

(x#0 ) begreenset? Har den en singu-

Hvad har begreberne singularitet og ubegreensethed med hinanden at ggre?
Der geelder:

Seetning 174 Lad I vere et begrenset interval (altsé et interval, hvor ingen
af enderne er £00). Sa gelder, at en funktion f er ubegrenset pd I, hvis og
kun hvis f har mindst én singularitet i I beliggende i selve I eller i et af dets
endepunkter.

Bevis. Som bemarket under definitionen pa begrebet singularitet, er en
funktion med en singularitet ubegreenset. Antag omvendt, at f er ubegraenset
opadtil (nedadtil handteres analogt) pa intervallet I. Derfor findes der et tal
x1 € I, s& f(x1) > 1. Funktionen f er enten ogsi ubegreenset pa den forste
halvdel af I eller p4 den anden halvdel af I (evt. pa begge). Derfor findes
der et tal zo i det pageeldende interval, s& f (z2) > 2. Dette interval af halv
lengde deles igen i to. Funktionen er nu enten ogsé ubegraenset pa den fgrste
halvdel af dette eller p&4 den anden halvdel (evt. pa begge). Dermed findes der
et tal z3 i dette interval, s& f (xz3) > 3. P4 den made fortseettes. Ved denne
intervalindsnzevring bestemmes et tal xqg, s& z, — g, og f (z,) > n for alle
n > 1. Altsad har vi, at f (z,) — oo for n — oo. Funktionen har derfor en
singularitet i intervallet I beliggende i punktet xo. ®

5.2 Definitionen pa Integrabilitet og Integral

Idéen med definitionen af integralet ff f (z) dx er, at dette med rimelighed skal
kunne tolkes som arealet under grafen for f og over x-aksen (nar igvrigt grafen
ligger over x-aksen).

Definition 175 Ved en inddeling af et interval [a,b] forstds en endelig folge
af tal X = (z)i g med a = xp < 1 < 29 < ... < Tp1 < x, = b. Ved en
merket indeling (X, T) forstis en inddeling X = (x;)._, og et talset af merker
T = (ti)iy, hvor t; € [zi_1, ;) for allei =1,2,...,n.

Xr —

Ved Riemann-summen for funktionen f defineret péa [a,b] svarende til den merkede

inddeling (X, T) forstds summen

n

R(X,T) = f(t:) (w; — i)

i=1



5.2. DEFINITIONEN PA INTEGRABILITET OG INTEGRAL 33

Vi skal nedenfor indfgre det generaliserede Riemann-integral, men erindrer
fgrst om definitionen af det ssedvanlige bestemte integral, Riemann-integralet.

Definition 176 Lad f vere en funktion defineret pa intervallet [a,b], hvor a
og b er tal (altsd ikke hverken +oc). Funktionen f kaldes Riemann-integrabel
péd [a,b], hvis der findes et tal A, sd der til ethvert e > 0, eksisterer et tal
§ > 0, sd der for enhver merket inddeling (X,T),X = (zi)i_y,T = (ti)iy
med maxi<i<n (T; — Ti—1) < gelder

A—e<R(X,T)<A+e¢

Tallet A kaldes da integralet og betegnes med f; f(z)dx.

Riemann-integralet har sit navn efter den tyske matematiker Bernhard Rie-
mann, 1826-1866.

Riemann-integralet lider af flere skavanker. To af disse er, at ingen ube-
greenset funktion er integrabel, og at integrationsintervallet skal veere endeligt.
Derfor vil vi i denne fremstilling indfgre det generaliserede Riemann-integral.
Vi vil altsa definere fj f(z)dx ogsa i de tilfeelde hvor a = —o00,b = oo eller
f er ubegreenset. I det fplgende antages det derfor ikke (med mindre det siges
eksplicit), at a og b er tal.

Definition 177 Ved de udvidede reelle tal R forstas de reelle tal og de to sym-
boler —oco og co. Altsé R = RU {+o00}.

Bemzerkning 178 Intervallet [—oo,b] wil blive betragtet som lukket, medens
begge intervallerne [—oo, b[ og |—00, b| vil blive betragtet som dbne. Intervallet R
er bade abent og lukket.

Definition 179 Ved et ndilegje v pa et interval [a,b] C R forstis en Junktion
defineret pa [a,b] med dbne delintervaller af R som verdier. For ethvertt € R
forlanges, at t € v (t).

Definition 180 En merket inddeling (X,T),X = (z;)i—y,T = (t;)i_y af in-
tervallet [a,b] siges at kunne slippe gennem ndlegjet ~y, hvis [xi—1,2;] C v (t;)
forallei=1,2,...,n.

Definition 181 Lad f veere defineret pd [a, b] C R med veerdier i R. Funktionen
siges at veere generaliseret Riemann-integrabel pd [a,b], hvis der findes et tal (!)
A, sa der til ethvert € > 0, eksisterer et nalegje vy, sd der for enhver merket
inddeling X = (z;)i—q, T = (t;)1—,. der kan slippe gennem ndlegjet geelder

A—e<R(X,T)<A+c¢

Hvis a = —oo udelades forste led i summen. Hvis b = oo udelades sidste led i
summen. Tallet A kaldes da integralet og betegnes med f; f(z)dx.
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Bemaerkning 182 Pd grund af bemerkningerne om udeladelser, ndr a = —oo
eller b = oo, er det (heldiguis) ikke nogensinde npdvendigt at definere f i hverken
+o00.

Bemsaerkning 183 Vi skal i det folgende (med en enkelt undtagelse) udelukkende
benytte det generaliserede Riemann-integral og vil derfor udelade ordene ’gener-
aliseret’ og ’Riemann’.

Seet nu, at der fandtes et nalegje pa [a,b], hvorigennem ingen meerket ind-
deling kunne slippe. Sa ville iflg. definitionen pa integrabilitet enhver funktion
veere iintegrabel pa [a, b], uanset hvordan den igvrigt var beskaffen. Et sadan
nalegje findes dog ikke:

Seetning 184 For ethvert ndlegje v pd [a,b] eksisterer der en meerket inddeling,
der kan slippe gennem y.

Seetning 185 Huis f er Riemann-integrabel i sedvanlig forstand (efter den
forste definition) pd det begrensede interval [a,b] med integral A, sé er f ogsd
integrabel efter den udvidede definition med integral A.

Bevis. Antag, at f er Riemann-integrabel i ssedvanlig forstand pa det be-
greensede interval [a,b] med integral A.Vi skal vise,at f er integrabel efter den
udvidede definition med integral A. Lad derfor € > 0 vaere givet. Bestem § > 0,
s& der for enhver merket inddeling (X,T),X = (z;);_o,T = (t;);_, med
maxi<i<n (T; — Ti—1) < 6 geelder

A—e<R(X,T)<A+e¢

Definér nalegjet v ved v (s) = ]s - %, 5+ %[ for alle s € [a,b]. Lad (X,T) veere
en maerket inddeling, der kan slippe gennem nalegjet ~. Da vi for all ¢ har
[Ti1, 2] Ty (t;) = ]ti - g,ti + % [, folger, at x; — x;_1 < d for alle ¢, og derfor,
at A—e < R(X,T) < A+ e. Heraf fglger pastanden. m

Bemseerkning 186 Denne setning siger altsd bl.a., at alle de funktioner, som
vi hidtil har anset for integrable, stadig er integrable efter den nye definition.
Dermed geelder den nyttige setning, at en funktion, der er kontinuert pa et
lukket og begrenset interval |a,b], er integrabel.

Eksempel 187 Ved Maple’s hjelp kan vi let illustrere Riemann-summen

n

R(X,T) = f(t:) (w: — i 1)

i=1

nar t; ‘erne enten veelges i midten af delintervallerne eller i deres venstre eller
hgjre endepunkter. Vi vil undersgge fow sinz dx. Forst velges t;’erne i midt-
punkterne:

with(student):

middlebox(sin(z), z=0..Pi, 8);
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M:=middlesum(sin(z), x=0..Pi, 8);
value(M);
evalf(M);

Dernest prover vi hgjre endepunkter:

rightbox(sin(xz), x=0..Pi, 8);

R:=rightsum(sin(z), =0..Pi, 8);

value(R);

cvalf(R);

Prov at udskifte right med left. Prov ogsd at endre antal delintervaller (sidste
argument i kommandoerne, 8 i eksemplet) til f.eks. 16.

5.3 Egenskaber ved integralet

Det bestemte integral er en lineser operator. Hermed menes:

Saetning 188 Lad f og g vere integrable pé [a,b], sd er f + g integrabel med

/ab(f(x)+g(x))dx:/ULbf(x)dx+/(lbg(x)dx

og hvis k er en konstant, sa er kf integrabel og

/abkf(x)d:p:k/abf(x)dx

Saetning 189 Indskudssetningen. Lad a < ¢ < b. Sa er [ integrabel pa
[a,b], hvis og kun hvis f er integrabel pé bdde [a,c| og [c,b]. I bekreftende fald

geelder , ,
/(lf(x)dx:/acf(x)dx+/c f(2) do

Seetning 190 Hwvis f er integrabel pi intervallet [a,b], sd er funktionen F givet
ved F (x) = f; f (@) dt (for alle x € [a,b]) kontinuert pd [a,b].

Saetning 191 Huis f er integrabel pé [a, c| for ethvert ¢ € |a,b], sd er f inte-
grabel pé |a,b], hvis og kun hvis f: f (t)dt har en grenseveerdi for ¢ T b.

Definition 192 En mengde aof tal kaldes tellelig (eller numerabel), hvis den
kan opskrives som en folge: x1,x9,23,...,Tn,.... Anderledes sagt maengden M
er tellelig, hvis der findes en bijektion f: N ~ M, hvor N er de naturlige tal.

Eksempel 193 N er tellelig. Mengden {% In € N} er tellelig. Z (mengden
af hele tal) er tellelig. Mengden af lige hele tal er tellelig. Q (mengden af
rationale tal) er tellelig, men det er ikke indlysende. R er ikke tellelig, hvilket
heller ikke er indlysende.
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Saetning 194 Huvis to funktioner afviger fra hinanden i endeligt eller telleligt
mange punkter, og hvis den ene er integrabel pa et interval [a, b], sd er den anden
0gsa, og deres integraler er lige store.

Bemszerkning 195 Derfor vil det ikke genere os, hvis en integrand ikke er de-
fineret i et eller andet punkt of integrationsintervallet. Vi kan jo tenke os den
defineret til en eller anden verdi i det punkt. Viser det sig, at den omdefinerede
funktion er integrabel med integral A, sd vil vi sige, at den oprindelige funktion
er integrabel med integral A.

Eksempel 196 Funktionen f defineret ved f (x) = % forx £0 og f(0) =
1 er kontinuert, da 2% — 1 for x — 0. Derfor er f integrabel pé (f.eks.)
intervallet [—m,m]. Men sé er, ifolge ovenstiende seetning, ogsd funktionen g
givet ved g (z) = S2Z for x # 0 og g(0) = 67 integrabel pi [—m, 7] og de to
funktioner har samme integral. Derfor vil dette integral blot blive skrevet sdledes

S
sinx
/ dzx
a T

En skrivemade, der ikke afslorer, hvad integrandens verdi er for x = 0, ja faktisk
har integranden jo ingen veerdi for x = 0.

Definition 197 Ved en stamfunktion (ubestemt integral) til en given funktion f
defineret pa Dy C R, forstas en differentiabel funktion F' defineret pa Dp O Dy,
hvis afledede er f, d.v.s. F' (z) = f (x) for alle x € Dy.

Seetning 198 (1) Hvis F og G er stamfunktioner til f pd intervallet I, sd er
F — G konstant pd I. (2) Hvis F er en stamfunktion til f og C er en konstant,
sa er ogsa F + C en stamfunktion til f.

Bevis. (1) Lad H=F —G,sd harvi,at H = F' —G' = f — f = 0. P&
intervallet I er H derfor konstant. (2) (F+C) =F' =f. m

Bemaerkning 199 Med symbolet ff (z) dz vil vi normalt forstd en eller an-
den uspecificeret stamfunktion til f. Vi skriver f.eks. [ 2?dr = %x?’, men er

selvfolgelig klar over, at vi ogsd kunne skrive fodx = %x‘g + 54.

Definition 200 En funktion F' (med verdier i R) kaldes kontinuert i —oo, hvis
lim,_,_o F (x) eksisterer (som et tal!). Tilsvarende kaldes F kontinuert i oo,
hvis img_,o0 F' () eksisterer (som et tal!). Vi vil undertiden (lidt modvilligt)
benytte skrivemdaden F (—o0) og F (00) for disse to grenseverdier.

Definition 201 Ved en primitiv til funktionen f pé intervallet I C R forstds
en pé I kontinuert funktion F', der er differentiabel i [ med F’' (z) = f (x) pdner
1 endeligt eller teellleligt mange punkter.

Bemaerkning 202 En primitiv F' kan ikke vere differentiabel i noget singular-
itetspunkt x1 for f. Dette kan vises generelt, men hvis faktisk f (x) — oo for
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T — x1, $G fas det af middelverdisetningen, at der til ethvert x # x1 findes et
tal & mellem x og x1, sd

F(z) - F(z1)

Tr — o

=1

Men hgjre side vil kunne ggres storre end et vilkarligt tal ved blot at velge x teet
nok pd xr1. Men sd kan ﬂ%ﬂl ikke have nogen grenseverdi for x — xy.
Saetning 203 Differential- og integralregningens fundamentalsetning.
Hvis f har en primitiv F pé intervallet [a,b], sd er f integrabel pd [a,b] med
integral

b
/ f(z)dx = F(b) — F (a)

Saetning 204 Lad f vere kontinuert pd det lukkede og begrensede interval
[a,b] . S har:f en stamfunktion pd intervallet [a,b].

Korollar 205 Hvis funktionen f er kontinuert pa intervallet I ogc € INR, sa
er funktionen F givet ved F (z) = [T f (t)dt (for alle x € I) en stamfunktion
til f pal.

Korollar 206 Hvis F' er en primitiv for f pd intervallet [a, b, sd er f integrabel
pd [a,b], hvis og kun hvis limgyp F (x) eksisterer.

Udregning af et integral eller afggrelsen af om det overhovedet eksisterer er
ingenlunde altid en simpel sag. Ofte er delvis integration en hjzelp:

Saetning 207 Lad F og G vere primitiver for f og g pé [a,b]. S geelder, at
fG er integrabel, hvis og kun hvis gF' er integrabel, og vi har

[ 1@ 6@ = @G- [ F@s@d

Bevis. Ved differentiation af produktet F'G fas pa naer evt. i teelleligt mange
punkter
(FG)' = fG+ Fg

Men iflg. den fundamentale seetning er (F G)/ integrabel. Hvis derfor gF er
integrabel, s& ma ogsa fG = (FG)' — gF veere integrabel. Da integralet af
(FG)" er [F (z) G(m)]z folger resultatet. m

En anden nyttig teknik er integration ved substitution. Vi giver to versioner.
Den fgrste bygger pa primitiver og udnytter fundamentalssetningen:

Saetning 208 Antag, at f har den primitive F pd intervallet [c,d]. Antag, at
g er kontinuert pd [a,b] med billedmengde [c,d] og differentiabel pd ner evt. i
telleligt mange punkter. Antag yderligere enten, at F' = f overalt i [c,d] eller,
at ligningen g (x) = t hgjst har telleligt mange losninger for x € [a,b] uanset
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t € [c,d]. Sé geelder, at funktionen x +— [ (g(x)) g (z) er integrabel pd [a,b] med
integral

b , 9(b)
[ ro@rgwa= [ Crwa
a g(a
Her tillades det, at g har ‘oo som mulige verdier. Bemerk, at formlen kan
leeses fra hgjre til venstre eller omvendt.

Bevis. Lad F veere en primitiv til f, s geelder altsd, at F/ (t) = f (t) paneer
evt. teelleligt mange vaerdier af t. Den sammensatte funktion F o g er under de
i seetningen nzevnte forudssetninger differentiabel panser i evt. teelleligt mange
punkter. Desuden er den kontinuert. Dermed er den en primitiv til (f o g) ¢'pa
[a,b], s& vi har

’ / b (b) 9(t)
[ 1e@)d @ds=iF o @l =171 = [ o
a g9(a

]
Den anden substitutionssatning bevises direkte ud fra integralets definition:

Saetning 209 Antag, at g er monoton og kontinuert pd [a, b] med billedmaengde
[e,d] og differentiabel med g’ (x) # 0 begge dele pd ner evt. i telleligt mange
punkter. Sd geelder, at funktionen x — f (g (x)) g’ (z) er integrabel pé |a,b], hvis
og kun hvis f er integrabel pa [c,d]. I bekreftende fald geelder

b g(b)
/f(g(x))g’(x)de/ £ty de
a 9(‘1)

Her tillades det, at g har ‘oo som mulige verdier. Bemerk, at formlen kan
leeses fra hgjre til venstre eller omvendt.

Dvelse 210 Udregn folgende integraler.

5 2
1 [y Trsde

2. ffﬂ rcosz dx
1
3 ﬁdw Vink: Substituér evt. © = sint.

Selv om de funktioner vi skal integrere meget tit er kontinuerte i hele det
lukkede integrationsinterval, m& man ikke forledes til at tro, at diskontinuerte
funktioner ikke kan veere integrable. Vi giver et meget simpelt eksempel.

Eksempel 211 Lad f vere givet ved

[0 for x2<0
f(x)_{l for x>0
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Denne funktion er diskontinuert i 0, men vises let direkte ud fra definitionen
af integrabilitet at vere integrabel pd intervallet [—1,1] med integral 1. Vi kan
imidlertid ogsa benytte den fundamentale setning. Funktionen

0 for <0
F(m)_{x for x>0

er nemlig en primitiv til f, idet F' er kontinuert overalt og differentiabel alle
steder paner i 0, med F' (z) = f (z) for x # 0. Altsd er f integrabel pé [—1,1]
med integral

/_1f(x)dx:F(1)—F(—1):1

Eksempel 212 Betragt integralet fol ﬁdw. Funktionen f (z) = ﬁ har en sin-

gularitet i 0. Ikke desto mindre er den integrabel pa [0,1]. Den har nemlig en

primitiv, F (x) = 2y/z. Vi har jo, at F' (z) = ﬁ = f(x) forxz >0, o9 atF er

kontinuert i [0,1]. Verdien af integralet er
/1 L= (F@)} = 2va]! =2

Eksempel 213 Betragt integralet fol Inx dx. Integranden er singuler i 0. En

stamfunktion til integranden er F (x) = xzlnxz — x. Denne er ikke defineret
for x = 0. Vi undersgger, om limy o F (z) eksisterer. En undersggelse, via
I’Hospitals regel pi xzlnz = BZ wviser, at xlnz — 0 for z | 0. Derfor har

vi, at lim, o F (z) eksisterer og:r er lig med 0. Hvis vi definerer F(0) =0 er F
dermed en primitiv til In pa [0,1]. Altsd er In integrabel pd dette interval og

/llnxdﬂczF(l)—F(O):F(l)—E%F(ﬂc):l

Eksempel 214 Betragt integralet fol lndex. Integranden er igen singuler i 0.

En stamfunktion for x > 0 er F (z) = (Inx)?. Da F (z) = 4(Inz)® — oo for
x| 0 er I8 ikke integrabel pi [0,1].

QAvelse 215 Undersgg, om fol %dw er konvergent.

Eksempel 216 Betragt integralet floo ﬁdm. En stamfunktion er F (x) = 2/.
Men da F (z) = 2\/T — oo for z — oo, er ﬁ ikke integrabel pd [1,00] .

Eksempel 217 Betragt integralet floo z—lpdx. For p # 1 har vi stamfunktionen

idgc :/x_pdx = 1 xPt!
P —-p+1
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Forp > 1 geelder, at 7 PT1 — 0 for x — 00, og for p < 1 gelder, at P! — 0o
for x — oo. Altsd er xi integrabel pd [1,00] for p > 1, men ikke for p < 1.

Verdien forp > 1 er

<1 1 1
—dr=lim F(z) - F(1)=0— -
/1 o™ lerg () (1) -p+1 p-—-1

Vi mangler at tage stilling til tilfeldet p = 1. Her far vi stamfunktionen F (z) =
Inz, der ingen grenseverdi har for © — oco. Funktionen x +— % er altsa ikke

integrabel pé [1, 00].

Dvelse 218 Undersgg tilsvarende #integralet fol ﬁdw for p > 0. Angiv for
hvilke verdier af p integralet eksisterer.

Eksempel 219 Betragt integralet fil %ﬁdx. Integranden har en singularitet i
det indre af integrationsintervallet, nemlig i 0. En stamfunktion for x # 0 er

F(z) = /%ﬁdx = /x_%dx = gx:

Men denne er kontinuert i hele det lukkede integrationsinterval [—1,1], og er
derfor en primitiv til % pa dette interval. Derfor er % integrabel med integral

1 3.1 3 3
_d:_§ = — — — =
/e [2] 2 27"

Her sa vi det forste eksempel pa, at en singularitet ¢ det indre kunne ignoreres.
Det ma kraftigt understreges, at det skal vises, at stamfunktionen er kontinuert

i den pageldende singularitet. Det neste eksempel illustrerer ngdvendigheden
heraf.

ol

Eksempel 220 Betragt integralet fjl %dm. Der er en singularitet i 0. En stam-
funktion for x # 0 er F (z) = In|z|. Denne har hverken grenseverdi fra venstre
eller hgjre i 0, da In |z] — —o0 for x — 0. Altsd er % tkke integrabel, hverken pa
[—1,0] eller pd [0,1]. Men sé er funktionen heller ikke integrabel pé [—1,1]. Huis
vi, uden at tenke os om, ignorerer singulariteten som i slutningen af forrige
eksempel, sa far vi:

1
/ ldyc =[njz]’; =In1-In1=0
1
hvilket selvfolgelig er rablende galt. I visse anvendelser udvider man dog integra-
bilitetsbegrebet, sdledes at integralet fjl %dw virkelig far tillagt en verdi (nemlig
0). Dette gores ved indforelse af Cauchy’s hovedveerdi for integralet. Denne hov-
edverdi er af interesse, hvis der er netop én singularitet (xq) og denne ligger
inde i intervallet. Cauchy’s hovedverdi defineres da som

b xTo—E b
VP/ f(z)dz = lim (/ f(z)dz + f(ac)dx)

e—04+ Zote
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nar ellers denne grenseverdi eksisterer. VP stir for Valeur Principale (pd en-
gelsk principal value: PV). For det foreliggende eksempel finder vi

1 —e 1
1 1 1
VP/ —dx lim (/ —dm+/ —dx)
1z e=0+\J 1 x e T

Elir(r)1+ ([ln |z[] -] + [In \x\]i) = Elir&_ (Ine —Ine) =0

Vi skal igvrigt ikke beskeftige os med Cauchy’s hovedverdi.

Eksempel 221 Betragt integralet ffooo T +1x2 dz. En stamfunktion er F(x) =

arctan x, der jo bade har grenseverdi for x — —oo og for x — oo. Derfor er
funktionen z +— ﬁ integrabel pd [—oo, 00]. Verdien er:

o 1 . . T T
——dx = lim arctanx — lim arctanz = — — (——) =T
oo 1+ 2 zToo z]—00 2 2

Eksempel 222 Betragt integralet fooo édm. Integranden har en singularitet i

0. En stamfunktion for x > 0 er F (z) = —%. Men denne har ingen grenseverdi

for x| 0. Altsi er funktionen x — 2% ikke integrabel pd [0, c0].

Eksempel 223 Betragt integralet

5
x
/ R
—oo VT2 —4
Integranden har singulariteter i +£2. En stamfunktion for x # 42 findes ved
substitutionen t = x2 — 4, hvorved dt = 2zdzx, til

X 1 dt 1 1
3; 3 2 2
= 1t321($ —4)%

Denne funktion er kontinuert overalt og er siledes en primitiv. Men da F (z) —
0 for x — —o0 er funktionen x — ?/z+T4 ikke integrabel pd [—oo,5]. Derimod
er funktionen abenbart integrabel pa ethvert begrenset interval.

Eksempel 224 floo (% — ﬁ_l) dx. Det er fristende at skrive integralet som en
differens mellem de to led floo %dw og floo %_de. Ingen af disse to integraler

eksisterer imidlertid, sa den gar ikke. Vi finder forst en stamfunktion. For x > 0

har vi
/l— ! dx:/ldac—/ ! dzx
r x+1 T z+1
T

= lnz—In(z+1)=In

z+1
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Denne har grenseverdien 0 for x — oo. Altsa har vi, at integralet floo (% — %H) dx

eksisterer og har verdien

5.3.1 Sammenligningssaetninger

I de eksempler, vi hidtil har betragtet, har det veeret muligt (og nogenlunde let)
at bestemme en stamfunktion. Tit er det ikke muligt, og meget ofte er det tem-
meligt arbejdskraevende. 1 sddanne tilfzelde kan eksistensen af et integral ofte
afggres ved sammenligning med et andet integral med de samme singulariteter.
Forudsaetningen for succes er, at for dette andet integral kan en stamfunktion
lettere bestemmes. Der gaelder herom folgende seerdeles nyttige ssetninger, hvis
beviser udelades.

Seetning 225 (Ulighedsversion). Lad —o0 < a < b < oo. Lad f og g
veere kontinuerte i [a,b] (evt. bortset fra telleligt mange punkter) og opfylde
If(z)] < g(z) for alle x €][a,b] (evt. bortset fra telleligt mange punkter). An-

tag, at ffg(x)dac eksisterer. Sd eksisterer ogsd f: f(z)d=.

Seetning 226 (Grenseverdiversion). Lad —oco < a < b < co. Lad f og g
veere kontinuerte i [a,b] (bortset fra en hgjst tellelig mengde punkter K: ”De
kritiske steder”). Antag, at

@

a—k g (x)

eksisterer og er forskellig fra nul for alle k € K. Sd eksisterer ff f(x)dx, hvis

og kun hvis fab g(x)dx eksisterer. Bemerk, at hvis a = —oo eller b = oo, sd
indeholder K symbolerne —oo og oo, henholdsuvis.

Bemaerkning 227 Det bor igen understreges, at nar vi siger, at en gren-
seveerdi eksisterer, sG mener vi, at den eksisterer som et tal, ikke som hverken
Fo00.

Bemaerkning 228 Ved anvendelserne af setningerne er det naesten altid en
god idé at opdele integralet, sd hver del kun indeholder ét kritisk sted. Derved
bliver det meget lettere at bestemme et passende g at sammenligne med.

Eksempel 229 Betragt det uegentlige integral

4 Ing

——d
1 \/4—.% o

hvor integranden har en singularitet i 4. En stamfunktion er ikke sa let at finde,
selv om det kan lade sig gore. Vil vi kun afgore om integralet eksisterer, kan vi
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sammenligne integranden med \}%. Vi prover forst sammenligning ved ulighed.

Vi har jo dbenbart for z € [1,4]

0< Inz In4

T Vi-z T Vi-=

Integralet f14 \}%dm =1In4 f14 \/41_—md$ eksisterer, da en stamfunktion til Jis

er
—2v4—z

og da denne har en grenseverdi for x T 4. Vi konkluderer, at f14 \}%dm 09sa
eksisterer.
Den anden sammenligningssetning er nok lidt lettere at bruge. Med f(x) =
\}% og g(z) = \/41_—”: har vi for x > 1

1 (@) =Ilnzx

g(z)

der har grenseverdien Ind for x — 4. Denne grenseverdi er forskellig fra

nul, og som wvist i forste omgang eksisterer f14 ﬁdz . Altsé eksisterer ogsd
4 In

fl \/Timdx

Ifolge Maple gelder, at

4 Inx

—d
1 \/4—1‘ v

Eksempel 230 Betragt integralet

— 4/3+8In (2+\/§) =~ 3.6075

L lng

—d
0 \/4—.% o

der kun afviger fra eksemplet ovenfor ved at have andre grenser. Integranden
har en singularitet i 0. Vi vil afgore, om integralet eksisterer ved at sammenligne

Inz

integranden f (x) = T med g (z) =Inz. Vi har for z €]0,1]

9(@) _ 1
f@ -Vt

der har grenseverdien 2 for x — 0. Logaritmefunktionen In er tidligere vist at

Inz

veere integrabel pé [0,1]. Vi konkluderer (da dbenbart 2 #0), at ogsd x — T

er integrabel pé [0, 1].

Inz

Da ifplge det foregaende eksempel ogsa f14 mdx eksisterer, eksisterer inte-

gralet

4 lnz

—d
0 \/4—.73 v

altsa ogsa. Ifolge Maple er verdien —8 + 161n 2.
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Eksempel 231 Betragt integralet

* sinx
——dzx
0 x?2

der har de to kritiske steder 0 og co. En stamfunktion er ikke til at finde,
med mindre man er bekendt med de sdkaldte Fresnel-integraler. Vi opdeler i

Io S;L%mdx + [ S;L%xdx Betmgt forst 5 S;L"”dw Vi sammenlignier integranden

f(z) =382 med g (x) = L. Vi finder for x > 0
x?2 x2

der har grenseverdien 1 for x — 0. Da integralet foﬂ g (x)dx = foﬂ Lodx eksis-
. T2
terer, gor [ 2%Edx det ogsd.
x2,
Betragt nu [.° ©%2%dz. Da
x 2

sinx
0<

<

8
elee|

$2

og da f:o édm eksisterer, gor f:o s;%dx det ogsa. Bemerk, at vi her ikke kunne

bruge grenseverdiversionen af sammenligningssetningen.
o T & o0 g . . o . . .
Da bade fo SE52dx og fw SE2dx eksisterer, eksisterer ogsd det oprindelige in-
x?2 x?2

tegral fooo %dw Ifolge Maple er verdien /2.

Eksempel 232 Betragt integralet

—d
/_oo vzt — 16 v

Dets kritiske steder er 2 og —oo. En stamfunktion til f (z) = \/mll— kan ikke

udtrykkes ved elementere funktioner. Vi opdeler integralet:

/ f(z dx_/ f(z dx+/f dx+/f

I det forste integral sammenligner vi f (z) med g (z) = \3/; =275, Vi finder

flx)  Vat 1 1
g(x)  Y2*—16 U1_16z 2

for x — —oo. Men f:; g(z)dx = f:jo - 5da eksisterer, derfor eksisterer ogsd

722 f(x)da
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I det andet integral sammenligner vi f () med g (z) = f/m;ﬁ Vi finder

flx) = Vx+2 _ v+ 2
g () Vat =16 {/(z—2) (z +2) (22 + 4)

1 1
z 2 (214 VR

for x — —2. Men fi)3 g(z)dx = f:jo {g/xlﬁdx eksisterer, derfor eksisterer ogsd

125 f (@) da.

I det sidste integral sammenlignes f (z) med g(x) = \d/ﬁ Regningerne er
ganske analoge, og konklusionen den samme. Alt 1 alt konkluderer vi, at

5 1
—F—dz
—oo VXt —16
eksisterer. Verdien kan nu bestemmes numerisk med en vilkarlig gnsket ng-

jagtighed. Med 10 betydende cifre fas iflg. Maple 1.441462966.

5.3.2 Diskontinuert stamfunktion

Undertiden sker det, at den stamfunktion, som man har fundet, ikke er kontin-
uert i [a, b], men dog stykkevist kontinuert, d.v.s. at de eneste diskontinuiteter er
springdiskontinuiteter med endelige spring. I sa fald kan man udfra stamfunk-
tionen bestemme en primitiv, altsa eksisterer integralet ogsé i sddanne tilfaelde.
Vi giver et eksempel, der viser, at selv for integraler uden singulariteter skal
man passe pa, at man har virkelig har en primitiv, altsa en kontinuert funktion,
der stykkevist er stamfunktion i integrationsintervallet.

Eksempel 233 Vi vil beregne integralet

/2’7\' dx
_3
0o cosz—3

1

Integranden cosz—T har ikke singulariteter noget sted, idet jo
cos > <1 > 2
x— = ——=—=
3~ 3 3

for alle x € R. En stamfunktion kan bestemmes ved substitutionen t = tan (%)
hHeTv?d fas dt = % (1 + tan? (%)) dx = % (1 + t2) dx. Altsa dx = ﬁi‘_ittg. Videre
ar vi

2
cosx = 2cos2£—1:—2—
2 1+ tan® 3

2
14 t2
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Dermed finder vi

dx 2dt
F(z) = /cosx—%z/(1+t2)( 2 1. )

5
1422 3

B / 2dt 3/ dt
- 2 _ 8.0 T A2
-5 - th 1+ 4¢2

= —§ arctan 2t = —§ arctan (2 tan (E))
o 2 T2 2

Denne er dog kun stamfunktion pd hvert af intervallerne [0, 7| og |7, 27|, idet den
ikke engang er defineret ¢ w. Hvad verre er, den har ikke samme grenseverdi
fra hgjre og venstre i 7, sd vi kan ikke engang gore den kontinuert (og dermed
heller ikke differentiabel) ved blot at definere dens veerdi i w. Men vi finder, at

. 3T
ImF(e) = =7
3T
lim F = =
lim F () 1

Sa funktionen
F (z) for z<m
Fi(z) = - for z=m
F(z)—3 for z>m
er kontinuert pd hele intervallet [0,2w]. Da den ligesom F er stamfunktion pd
hvert af intervallerne [0, 7| og |7, 27|, og da den kontinuerte funktion f jo har
en stamfunktion pd hele intervallet [0, 2], md Fy ogsd vere en stamfunktion pd
[0,27]. Integralet findes derfor til

27 d.’l) o
| cosz_3 [Fy (2))o" = Fy (27) — F1 (0)
3
3 3T 3 0
~ —Faretan (2tan () ~ 5 — (G avetan (26an (5 )
3 3
= 0 t=—g

Integralet udregnes lettere ved brug af indskudssetningen:

/2” dx /’T dx N /2” dx
5 _ 5 — 5
0 CosT — 3 0 COST — 3 x COST — 3

Pa hvert af disse integraler kan stamfunktionen F benyttes:

| S @l @

COST — 3

Vi md blot tolke F (1) som limg1 F (x) @ forste led og som lim, | F' (x) i andet
led. Hermed fas

[ () (o)
0 cosx—g_ 4 4/ 2



5.4. NUMERISK INTEGRATION 67

QDvelse 234 Find integralet

/7T 2dx
0 1+3Sin2$

idet det oplyses, at F (x) = arctan (2tanx) er stamfunktion pd hvert af inter-
vallerne [0, %[ og ] T ﬂ'].

5.4 Numerisk integration

Ofte udregnes bestemte integraler jo ved, at en stamfunktion (eller en primitiv)
til integranden bestemmes, hvorefter gvre og nedre graense indsaettes og de to
resultater treekkes fra hinanden:

b
/f(w)dx=[F(w)}Z=F(b)—F(a)

Man kommer imidlertid tit ud for integraler, hvor stamfunktionsbestemmelsen
er umulig, ikke fordi en stamfunktion ikke eksisterer, men fordi den ikke kan
udtrykkes ved hjzelp af det repertoire af funktioner, vi har til radighed. Det kan
eksempelvis vises, at det ubestemte integral

/e dzx
x

ikke kan udtrykkes ved brug af endeligt mange af symbolerne x, +, —, , /, /> sin, cos, exp, In

samt de naturlige tal. Skal vi altsa bestemme eksempelvis f12 e; dx nytter det

e T

ikke meget at sige, at da funktionen z — er kontinuert pa intervallet
[1,2], s& har den ogs& en stamfunktion F' pa det interval, og integralet er blot
F(2) — F(1). Vi kan jo ikke angive nogen formel for F, ihvertfald ikke en, der
kun bruger de ovenanfgrte symboler.

I sadanne tilfeelde kan man gribe til numerisk integration. Der er her mange
metoder. Mange af disse er ”blot” mere eller mindre effektive varianter af defi-
nitionen af det bestemte integral som en greenseveerdi for Riemannsummer. Vi
skal her betragte 3 forskellige metoder: Midtpunktsmetoden, trapezmetoden og
Simpsons metode. Den sidste er generelt den bedste af de tre.

Disse metoder gennemgés her primeert for at give en forstaelse af, hvad en
numerisk integrationsmetode er. Har man uden for dette kursus et bestemt
integral, som man gnsker udregnet numerisk, bgr man bruge et godt comput-
erprogram, som f.eks. Maple. For et integral som det ovennsevnte er en god
lommeregner ogsa udmaerket.

5.4.1 Midtpunktsmetoden

Vil vi udregne integralet f: f () dz kan vi approksimere ved en Riemannsum

n

Zf (ti) (s — 24-1)

i=1



68 KAPITEL 5. INTEGRABILITET

hvor a =z < 21 < 29 < ... < xp_1 < T, = b, og hvor t; tages i midten af
intervallet [z;_1, 2], altsd ¢; = % (zi—1 + ;). Desuden lader vi inddelingen veere
ekvidistant, d.v.s. at alle delintervallerne [x;_1,x;] er lige lange. Laengden af

det enkelte delinterval kalder vi h, altsd h = b;“. Hermed er z; = a + th, og

ti=a+ (z — %) h. Vi approksimerer alltsa integralet ved

Vi ma forvente, at approksimationen bliver desto bedre jo stgrre n er, altsa jo
mindre h er. Det er da ogsa rigtigt, idet det kan vises, at

b
b
/a f(x)de — M, = 24“ 77 (€) b2

for et eller andet £ € ]a,b[. Da eksponenten til & ovenfor er 2, kaldes metoden
for en andenordens metode.

Bruger man hgjre endepunkt i stedet for midtpunktet i hvert delinterval, far
man hgjre-endepunktsmetoden. Tilsvarende defineres venstre-endepunktsmetoden.

5.4.2 Trapezmetoden

Vi vil igen finde en approksimation til integralet f; f () dz, og bruger atter en
xkvidistant inddeling. Ved trapez-approksimationen 7,, forstas gennemsnittet
af resultaterne af hgjre- og venstre-endepunktsmetoderne. Nar f (z) > 0 kan T,
kan ogsa beskrives som det samlede areal af en rackke trapezer, deraf navnet.
Formlen lyder

T = o (F (w0) 21 (21) 4 2f (22) + ..+ 2 (wa2) + ] (2)

Her er lengden af det enkelte delinterval h, altsa h = b;n“. Vi ma forvente, at
approksimationen bliver desto bedre jo mindre h er. Det er da ogsa rigtigt, idet
det kan vises, at

b J—
| @ =1 =25t

for et eller andet £ € ]a,b[. Da eksponenten til & ovenfor er 2, kaldes metoden
for en andenordens metode.

Bemszerkning 235 Da den fejl, der begas ved at acceptere M, eller T, som

erstatning for f:f (z)dz, i begge tilfelde er lig med kf" (€)h?, hvor k er en
konstant, er begge metoder eksakte pa forstegradspolynomier.

5.4.3 Midtpunktsmetoden og trapezmetoden i Maple

Beregningerne foregar ved hjslp af kommandoerne middlesum og trapezoid,
der begge (sammen med rightsum og leftsum) ligger i studentpakken. I student-
pakken ligger ogsa illustrationskommandoerne middlebox, rightbox og leftbox.
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Der er ingen ”trapezbox”. Den er meget nem at lave udfra (f.eks.) middlebox.
Det har jeg gjort, og jeg har anbragt proceduren pa kursushjemmesiden under
Noter. Her viser vi brugen af kommandoerne pa integralet ff %dﬂc

fi=x — > exp(-x)/x;

with(student);

middlebox( f(x), x=1..2, 4); # Sidste argument er antal delintervaller n

middlesum( f(x), x=1..2, 4); #Giver en "treeg” sum, bemserk det sorte
summetegn

value(%);

evalf(%);

Kommandoerne rightsum, leftsum og trapezoid virker ganske som middle-
sum. Kommandoerne rightbox, leftbox og trapezbox (fra hjemmesiden) virker
ganske som middlebox.

5.4.4 Simpsons metode

Vi vil finde en approksimation til integralet f; f (z) dz, og bruger en sekvidistant
inddeling a = 29 < 21 < 9 < ... < Tp_1 < x, = b. At inddelingen er
akvidistant betyder som nzevnt, at afstanden mellem to pa hinanden fglgende
x;’er er konstant og derfor lig med h = b_T“ Metoden ngdvendigger, at n tages
som et lige positivt helt tal.

Idéen i metoden er, at approksimere integranden ved en Tuborg-funktion
bestaende af polynomier af hgjst anden grad: Pa intervallet [zg, z2] bestemmes
et polynomium p af hgjst anden grad, der har samme funktionsveerdier som f
i de 3 punkter zg,x; og zo. Dette polynomium bruges sa som erstatning for
f Pa [zo,x2]. P4 samme made findes et (andet) polynomium af hgjst anden
grad, der har samme funktionsvaerdier som f i de 3 punkter zo, z3 og x4. Dette
polynomium bruges s som erstatning for f pa [zo,x4]. Siledes fortssettes til
man tilsidst har bestemt et polynomium af hgjst anden grad, der har samme
funktionsveerdier som f i de 3 punkter x,_9,2z,_1 0g z,. Dette polynomium
bruges sa som erstatning for f pa [z,—2,z,]. Man ser, hvorfor n skal veere lige.

Den ovenfor bestemte Tuborg-funktion integreres derefter pa [a, b]. Ud af en
sddan beregning kommer Simpsons formel, som vi nu skal udlede.

Det er nok at betragte intervallet [zg, z2], idet de fundne formler uden videre
kan bruges pa de andre intervaller. Vi har, at zg = a,z1 = a+h og ©o = a+ 2h.
Ved at parallelforskyde grafen for f langs x-aksen kan vi - uden at sndre pa
integralets veerdi - opna, at g = —h,x1 = 0 og x9 = h. Det ggr beregningerne
meget simplere.

Vi skal nu bestemme polynomiet p () = Ax? + Bz + C, sa

—~

—h) = [f(=h)
©) = ()
(h) = F(h

p

ST
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Med betegnelserne y_1 = f(—h),yo = f(0) og y1 = f(h), skal vi altsa
bestemme koefficienterne A, B og C, sé&

A(=h)*+B(=h)+C = y_4
A-0*°+B-0+C = y
AR’ +Bh+C = 1
d.v.s. at C =1yg og
Ah* —Bh = y.1—yo
AR? + Bh = 1y — o

Ved addition af de to ligninger fas
24R° =y 1 —2yo + 11

hvormed A er bestemt. B bestemmes ogsé let, men det skal vise sig, at vi
ingen brug har for B. Udregner vi nemlig integralet, ser vi, at B ikke indgar i
resultatet:

h h

/ p(z)dx / (Aa:2—|—Bx+C) dz
—h —h

h

lAac?’ + leQ + Cx
3 2 h

2
= gAh3 +2Ch
Med de fundne veerdier for A og C fas
3

h
/p(x)dx = 2Ah3+20h:3

24h%) 4 2Ch
—h

= = (y=1 —2yo +v1) + 2y0h

S Wl w

= S (y—1 +4yo+m)

Wl w

= S (f(=h)+4f(0) + f(h))

Hermed bliver Simpsons approksimation S, til integralet f: f () dz som fglger

S0 = Do) 4 (o0) 4 o)+ (F ) +4F (o0) 4 F ) 5

Lt % (f (#n-2) +4f (za-1) + f ()

der kan omskrives til

Sn == % (f (20) +4f (x1) +2f (x2) +4f (x3) +2f (x4) + ... +2f (n-2) +4f (@0-1) + f (a0))
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Det kan vises, at

b
R G

for et eller andet & € ]a,b[. Da eksponenten til & ovenfor er 4, kaldes metoden
for en fjerdeordens metode.

Bemsaerkning 236 Da den fejl, der begds ved at acceptere S,, som erstatning for
f; f(z)dx er lig med —171;83]"(4) (€) %, er Simpsons metode eksakt pa trediegrad-
spolynomier, huvilket er overraskende, da f blev approksimeret ved en Tuborg-
funktion af polynomier af hgjst anden grad.

Eksempel 237 Vi vil finde en numerisk approksimation til integralet f12 %dx.
Verdien af dette integral er In2, der med 10 betydende cifre er 0.6931471806.
Vi prover Simpsons metode med n =2 og n = 4. Integranden er f (z) = % Vi
finder, nar n =2

1
S, = %(f(1)+4f<g)+f(2))
1 8 1 25
_ 6<1+§+5>:%:O.6944
og nirn =4
1 5 3 7
S, = %(f(1)+4f<1)+2f<§>+4f<1)+f(2))

1 16 4 16 1 1747
= E(1+g+§+7+5>—m20.6933

Allerede nu synes det ikke urimeligt at pastd, at integralets verdi med 8 beydende

cifre er 0.693. Regner man videre finder man for n =8, at Sg = 0.6931545307
og for n =16, at S1¢ = 0.6931476527. I det sidste resultat er den faktiske fejl

In2 — Sy = 0.6931471806 — 0.6931476527 = —4.721 x 107

Det er sjeldent, at man bruger det teoretiske udtryk _bl;Sg 4 (&) h* til en vur-

dering af fejlen. Det er for det forste tit besveerligt at vurdere pa den 4. afledede,
og for det andet bliver vurderingen ofte altfor pessimistisk. I det foreliggende
tilfelde finder vi, da W (z) = 242>, at

2
1 b—a 21
Sdr— Sy =~ fW () pt = —Z pt
/1 2 S w0/ © 15 ¢

hvor € € [1,2]. Heraf fis, da det verst tenkelige & er £ =1, at

2
1
/ —dxr — S,
1 X

21,4 2

Zpt
15¢5 — 15
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Forn=16 er h= Lt

16, SG vores vurdering bliver

2 4
1 2 1
Sdr— Syl < = (=) =2, -6

Denne gure grense for fejlen er altsa ca. 4 gange sa stor som den faktiske fejl.

Betragtes i stedet integralet fll %dx, der ogsa har verdien In2, og udfores de

samme regninger, finder man _(z'gen med n = 16), at den vurderede puvre grense
for fejlen ved Si¢ er ca. 70 gange storre end den faktiske fejl.

Simpsons metode i Maple

Beregningerne foregar ved hjelp af kommandoen simpson, der ligger i student-
pakken. Vi afprgver kommandoen pa f12 e; dx.

fi=x — > exp(=x)/x;

with(student);

simpson( f(x), x=1..2, 4); #Giver en "treeg” sum, bemerk det sorte sum-
metegn

value(%);

evalf(%);

Det sidste output er 0.1705889082. Den eksakte vaerdi kan Maple udtrykke
ved brug af en funktion Ei, der kaldes eksponentialintegralet. Beder man derefter
om en decimalbrgkstilnzermelse til denne eksakte veerdi (ved hjeelp af evalf), far
man 0.1704834237. Prgver man med fordoblinger af n, fas Sg = 0.1704906920, S14
0.1704838908 og S32 = 0.1704834532. Gar man videre, bgr man nok bede Maple
om at regne med flere betydende cifre end som hér 10.

e~

Bemaerkning 238 Maple kan finde en stamfunktion til <—, men kigger man
i hjelpen til eksponentialintegralet Ei (eller kigger man i en matematisk formel-
samling, som f.eks. Schaum), si finder man ud of, at Ei selv er defineret ved et
integral, der minder en hel del om det givne.

Situationen er noget ner folgende. Vi kan ikke bestemme en stamfunktion
til den kontinuerte funktion f. Ikke desto mindre har den jo en sddan. Faktisk
er

F(x):/xf(t)dt

en stamfunktion til f uanset verdien of konstanten a (sdlenge f er kontinuert
pé det interval, der integreres over). Lad os sige, at vi tit far brug for F. Sd
giver vi den et velklingende navn og studerer den: Finder egenskaber ved den,
tabellegger den (f.eks. v.hj.a. Simpsons metode). Nar sa F er optaget i det gode
selskab sammen med sin, cos, In, exp, Ei o.s.v. kan vi med god ret sige at vi kender
en stamfunktion til f. Et eksempel er det sikaldte sinusintegral. Denne funktion

defineres ved
x . t
Si (z) = / S0
o ¢

for alle xz € R.
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5.4.5 Numerisk udregning af integral med singularitet eller
med +0o0 som graenser

Nar der i afsnittet om numerisk integration blev anfgrt, at fejlen ved midtpunk-

tsmetoden, trapezmetoden og Simpsons metode var henholdsvis (med h = b;na)

b J—
[ f@de-nr, = 2Epen
b b—a
[ @1, = o
/bf@c)dx—s = I gt
i n 180

sd var forudssetningen for det forste, at integrationsintervallet [a,b] var be-
grzenset.Desuden er det for de fgrste to metoders vedkommende under forudsaet-
ning af, at f er én gang differentiabel og f’ kontinuert p& det lukkede interval
[a,b], og at f eksisterer pa ]a, b[. For Simpsons metodes vedkommende behgves
det, at f er tre gange differentiabel og f”’ kontinuert pa det lukkede interval
[a,b], og at f*) eksisterer pa |a, b[. For integraler med singulariteter eller over et
ubegrzenset integrationsinterval geelder disse forudssetninger ikke allesammen.
Nér [a, b] er begraenset forhindrer dette dog ikke, at vi stadig har, at M, T,, og
Sn — f; f (z) dx for n — oo, men vi har blot ikke styr pa fejlen. Den relative
fejl kan veere betydeligt stgrre end den er for integraler, der opfylder de nzevnte
forudseetninger.

Eksempel 239 Betragt integralerne fol %dm og fol wsin (rx) dx. Begge har
veerdi 2. De faktiske fejl ved midtpunktsmetoden er for n = 16, 32,64, 128, 256, 512, 1024

for forste integral heholdsvis
0.151,0.107,0.0756, 0.0535,0.0378, 0.0267,0.0189
For det andet integral er de tilsvarende fejl

—0.00322, —.000803, —2.01 x10~*, —5.02x10~>, —1.26x10°, —3.14x 106, —0.784x10~¢

Trapezmetoden og Simpsons metode er slet ikke egnede til integralet fol ﬁdm
idet begge metoder bruger intervalendepunkterne.

Man kan imidlertid ved substitution slippe af med en singularitet eller zendre
et ubegraenset integrationsinterval til et begreenset. Vi giver et par eksempler.

Eksempel 240 Betragt integralet

Tsinx
—dx
0 x2
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som vi tidligere (ved sammenligning) har vist eksisterer. Substitutionen x =

t2,t >0, forer til
T si V7 sin (¢2
/ ”{j”dx:2/ g ) it
0 €2 0 t
Integralet pa hgjre side har ingen singularitet, idet

sin (t2)
t—0 t2

=1

)
Settes f(t) = %;—2 fort £0 o9 f(0) =1 er f dermed kontinuert i hele R.
Faktisk er f endog vilkarligt ofte differentiabel i R. Simpsons metode bor derfor

kunne anvendes pa 2f0\/7_rf (t)dt med godt resultat. Med n = 2,4,8,16,32,64
fas

2.718510112,2.657210755,2.651758258, 2.651486143, 2.651470293, 2.651469318

Det eksakte resultat er ifslge Maple 2+/2m FresnelC (\/i), der med 10 betydende
cifre er 2.651469254. Simpsons metode med n = 64 gav altsa en faktisk fejl pa

—6.4 x 1078.
b 2
/ e *dx
0

kan wved et snildt trick udregnes til 3@ Vi vil ved en substitution omskrive
integralet til et integral over et begreenset interval. Vi benytter substitutionen
t = arctan x, altsd x = tant, hvorved dx = (1 + tan? t) dt, sa vi har

/ e de = /L e~ tan”t (1 + tan? t) dt
0 0

Vi har ikke faet et simplere udseende integral, men integrationsintervallet er be-
2 2
greenset, og bemeerk, at da e™™ (1 + x2) — 0 for x — oo, har vi, at e~ 3" ¢ (1 + tan? t) —

Eksempel 241 Integralet

0 fort 1T 5. Altsa har integranden ingen singularitet i intervallet [0, %] Det
kan vises, at hvis integrandens verdi settes til 0 for t = ., sd er integranden
vilkarligt ofte differentiabel i [0, %] . Simpsons metode med n = 8,16,32,64 giver
(idet regningerne udfores i Maple med 12 betydende cifre):

0.887796992932, 0.886294693068, 0.886226751744, 0.886226925493

medens 4 =~ (0.886226925455. Simpsons metode med n = 64 gav altsa en faktisk
fejl pa —3.8 x 10711,



Kapitel 6

Eksempler pa Anvendelser
af Differentialligninger

Dette kapitel indeholder kun en raekke eksempler pa differentialligninger. Der er
ingen lgsninger. Enkelte er dog brugt som eksempler i de folgende kapitler. De
gvrige kan bruges som opgaver.

Eksempel 242 FEksponentiel vaekst. Vaekst af en population, bakterier ek-
sempelvis. Lad y (t) betegne antallet af bakterier i en bakteriekultur til tiden t.
En simpel model siger, at tilveksten i antal bakterier pr. tidsenhed til tiden t er
proportional med det antal man har til tiden t, altsa

y'(t) = ky (t)

hvor k er en positiv konstant.

Eksempel 243 Logistisk vaekst. Vekst af en population, bakterier eksem-
pelvis. Lad y (t) betegne antallet af bakterier i en bakteriekultur til tiden t. En
lidt forbedret model siger, at tilveeksten i antal bakterier pr. tidsenhed til tiden t
er givet ved

y' (t) = ky (t) (L —y (t))

hvor k og L er positive konstanter. Modellen forsoger at tage hensyn til, at
en kultur under visse forhold kun tillader, at en vis mengde L aof bakterier
overlever. Bemerk, at y' (t) < 0 for y(¢t) > L. Nér y(t) er betydeligt mindre
end L er vaeksten nasten som for den simple model ovenfor. Kilde: J.D. Murray,
Mathematical Biology, Springer 1989, pp. 1- 4.

Eksempel 244 En stmpel autokatalytisk kemzisk reaktion. Vi betragter
reaktionen

A+R—R+R

75
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1. Forste tenkes reaktionen at forega i en omrort tank uden gennemstromn-
ing. Idet a (t) og r (t) betegner koncentrationerne (i mol/volumenenhed),
har vi

da
dt
hvor k er en positiv konstant (hvis temperaturen holdes konstant). Det
samlede antal mol A og R er dbenbart konstant under processen. Altsd

har vi, at a(t) + r(t) = ¢, hvor ¢ er en positiv konstant. Dermed kan
differentialligningen skrives

% = —ka(c—a)

= —kar

2. Dernest teenkes reaktionen at forega i en omrort tank med gennemstromn-
ing. Tanken har rumfang V' og gennemstroningen foregiar med volumen-
hastighed F. Det indkommende indeholder A og R i koncentrationer pa aq
og 1, henholdsvis. Sa gelder

d

E(Va) = Fay — Fa— Vkar
d
%(Vr) = Fri—Fr+Vkar

Kilde: O. Levenspiel, Chemical Reaction Engineering, John Wiley, 2nd
ed., pp.56 og 153.

Eksempel 245 Radioaktivt henfald. Antag at stoffet A er radioaktiv og hen-
falder til stoffet B, der igen er radioaktiv og henfalder til stoffet C, som er stabilt:

A—B—C

Lad a(t),b(t) og c(t) betegne antallet af atomer af stofferne A, B og C til tiden
t, henholdsvis. Idet vi starter med rent A til tiden 0, geelder folgende differen-
tialligninger

da

@ - ha
db

o ~kob
dt kla kQ
dc

— = kb

dt 2

med begyndelsesbetingelserne a (0) = ag, b(0) = 0 og ¢(0) = 0. Her er k1 og
ko henfaldskonstanterne for stofferne A og B. Opgaven bestar i at bestemme
a(t),b(t) og c(t) fort > 0. I stedet for at tenke pd radioaktivt henfald kunne
vi lade skemaet representere to irreversible forsteordens kemiske reaktioner.

Eksempel 246 Elementer reversibel reaktion. I en omrort og lukket tank
foregar reaktionen

A+B=R+S
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Idet a(t),b(t),r(t) og s(t) betegner koncentrationerne (i mol/volumenenhed)
af A, B, R og S henholdsvis, har vi

d
d_j = —kiab + kors
hvor ki og ko er positive konstanter (hvis temperaturen holdes konstant). Vi
udnytter nu, at forskellen mellem antal mol af A og B er konstant, altsd har vi,
at a(t) —b(t) = c1 . Det samme gelder for R og S, men vi vil hellere udnytte,
at summen af antal mol af A og R og summen af antal mol af A og S begge
er konstante, altsd a (t) +r (t) = co og a(t) + s(t) = c3. Dermed kan b,r og s
elimineres fra den oprindelige differentialligning, og vi finder

da
pri —kia(a—c1) +ka(co—a)(c3 —a)

Abenbart er ¢y og cg positive konstanter, mens konstanten ¢ udmerket kan vere
negativ. Kilde: O. Levenspiel, Chemical Reaction Engineering, John Wiley, 2nd

ed., p.10.

Eksempel 247 Larvemodel. En model for veksten af en wvis larve i New
Brunswick’s skove (Spruce Budworm, Forest Lepidoptera) er som folger, idet
u (t) er et mal for antal larver pr. arealenhed til tiden t:

du_ o ow v
dt q 1+ u?

Her er r og q positive konstanter. Kilde: J.D. Murray, Mathematical Biology,
Springer 1989, pp. 4-8.

Eksempel 248 Biologisk spildevandsrensning. I en omrgrt tank med gen-
nemstrommning befinder sig en type mikroorganismer, X, og et naeringssubstrat
S. Tanken har rumfang V' og gennemstroningen foregar med volumenhastighed
F. Det indkommende indeholder X og S i koncentrationer pa x1 og s1, hen-
holdsvis. Sa gelder i en enkel model

d B Ui xs
dt(Vm) = Fx Fm+V(K+S kx)
d B UoTS

dt(Vs) = Fs;—Fs VK+5

Kilde: Metcalf € Eddy, Wastewater Engineering, McGraw-Hill, 1979, p. 419.

Eksempel 249 Fordeling af organisk materiale © en flod. Vi betragter
en flod, der befinder sig i en stationer tilstand. Koncentrationen af organisk
materiale i afstanden x fra et givet sted ved floden betegnes med c(x). Denne
storrelse antages altsa udelukkende at afhaenge of x. I en model for denne sta-
tionere stromning gelder

d dc dc
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hvor A (z) betegner flodens tversnitsareal pé stedet x, F er volumenhastigheden.
E og k er positive konstanter. Kilde: A. James (Editor), Mathematical Models
in Water Pollution Control, John Wiley, 1978, pp.44-50.

Eksempel 250 Det matematiske pendul. En partikel med masse m er ophaengt
i en stiv masselgs stang af lengde . Pariklen svinger frem og tilbage som et
pendul. Partiklen beveeger sig i en orienteret lodret plan. Vinklen fra lodlinien
(regnet med fortegn) til tiden t betegnes med 0 (t). Tyngdeaccelerationen beteg-
nes som sedvanligt med g. Idet der ikke er luftmodstand og ej heller gnidning i
omdrejningspunktet, gelder ifolge Newtons 2.lov
d?o

ml ol —mgsin @
Eksempel 251 Medicins effekt i en organisme. Det antages, at en medicin
X forarsager en effekt af storrelse z (t) til tiden t, og at vi har

dz

— =Ax —az
dt

hvor x (t) betegner medicinkoncentrationen til tiden t. A og a er positive kon-

stanter. Det antages, at X forbrendes enzymatisk. Heraf folger, at en rimelig

model for denne forbrending er

dzx bx

dat - 1+Z

hvor b og K er positive konstanter. Kilde: N. Rashevsky (Editor), Physicomath-
ematical Aspects of Biology, Academic Press, 1962, p. 323.

Eksempel 252 Bgjning af bjelker. En bjelke er placeret vandret og un-
derstgttet i enderne. Bjelken udsettes for en vandret kraft fra hver ende af
storrelsen P. Desuden er den under pavirkning of en last fordelt langs bjelken
og af intensitet q (x), hvor © er afstanden fra bjelkens ene ende. Bjelken afviger
fra vandret i positionen x med storrelsen y (x). Denne stprrelse opfylder differ-
entialligningen
d* d?
ET d_xz + Pd_xz =q(x)

hvor EI er en positiv konstant, der er et madl for stivheden af bjelken m.h.t den
plan som, bjelken bajer i. Bjelken antages at veere symmetrisk m.h.t. denne
plan. Kilde: S.P. Timoshenko, Theory of Elastic Stability, McGraw-Hill, 1961,
p.2.

Eksempel 253 FEt hengende elastisk kabel. Givet et kabel med konstant
tversnitsareal og af homogent materiale. Det er ophaengt i enderne, og disse
er i samme hgjde. Et koordinatsystem er indlagt, sd x-aksen er parallel med
forbindelseslinien mellem de to ophengspunkter og y-aksen er lodret med den
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positive ende opad. Kabeltrekket T i punktet (x,y(x)) og y(x) kan vises at

opfylde
1+Z g — T_2_1
X)dz — "V Ee2
& _ T
de H?

hvor H er den horisontale trekkraft i kablet (som er konstant), og hvor A er
et mal for kablets elasticitet: Jo storre A, desto sejgere er kablet. wy er den-
siteten (masse/rumfang) for strekning. Kilde: W.D.MacMillan, Statics and the
Dynamics of a Particle, Dover, 1958, p.168.

Eksempel 254 FElekrisk kredslpb. Betragt et elektrisk kredslob bestaende af
en modstand pa R , en spole med selvinduktion L og en kondensator med ka-
pacitet C. Kredsen patrykkes en spending pd E (t). Sa gelder, nar I (t) er strom-
styrken til tiden t

d’T dl 1 dE

L "Ry tel~a
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Kapitel 7

Differentialligninger af 1.
orden

7.1 Eksistens og entydighed

Lad D veere en aben delmeengde af R?. I meengden D betragtes differential-
ligningen

dy %
E:f(tvy) ( )

ogsa ofte skrevet y' = f (¢,y) eller sjeeldnere 3’ (t) = f (t,y (t)). Her er f en reel
funktion af 2 variable defineret i meengden D.

Eksempel 255 Huvis differentialligningen er

dy 2 2
7 —¢
at Y

sier f(t,y) =2+ 42

Definition 256 Ved en losning til differentialligningen (*) forstis en differen-
tiabel funktion ¢ defineret pa et interval I, sd

¢'(t) = f(t, 6 (1))
for allet € 1.

Husk pa, at ¢'(t) er haeldningen for tangenten til grafen for ¢ i punktet
(t, ¢ (t)). Udsagnet ¢'(t) = f (t,¢ (t)) siger derfor, at haeldningen for tangenten
til lgsningen kan beregnes udfra kendskab til den gjeblikkelige position (¢, ¢ (t)) .
At have givet en differentialligning % =y = f(t,y) i et omrade D C R? er
altsa at have givet et heldningsfelt:

81
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Definition 257 Huis der i ethvert punkt (t,y) € D er givet en heeldning f (t,y)
siger man, at der i D foreligger et heldningsfelt (i nogle sammenhenge ogsd
kaldet et retningsfelt).

At have givet en differentialligning af forste orden er altsi at have givet et
haeldningsfelt. Losning af differentialligningen y’ = f (¢,y) bestar nu i bestem-
melse af kurver, der i ethvert punkt (¢,y) har den rigtige haeldning f (¢,y).

///////////?
- S

2/////////////// //
NI A T

Heeldningsfeltet for ' = t? + y? med den lgsning, der opfylder y (0) = —0.4

Definition 258 FEn lgsning ¢ med definitionsinterval I kaldes maksimal, hvis
der ikke findes nogen lgsning v med definitionsinterval J D I,J #£ 1, s (t) =
¢ (t) for allet € 1.

For en maksimal lgsning kan definitionsintervallet altsa ikke udvides. Det
kan vises (men det er vel nsermest indlysende), at enhver lpsning kan udvides
til en maksimal lgsning. Vi skal i det folgende med ordet lgsning normalt mene
maksimal lgsning. Kun nar det af forstaelsesmeessige grunde er vigtigt, vil vi
eksplicit naevne, om den betragtede lgsning er maksimal.

Definition 259 Ved begyndelsesveerdiproblemet for differentialligningen (*)
forstas bestemmelsen af den eller de maksimale losninger til (*), der ogsd op-
fylder en begyndelsesbetingelse af formen y (to) = yo, hvor (to,y0) € D.

Efter saledes at have overstaet de mest grundlseggende definitioner, er det
mest presserende spgrgsmal, om begyndelsesvaerdiproblemet for differentiallignin-
gen (*) overhovedet har nogen lgsning, og i givet fald hvor mange forskellige
maksimale lgsninger. Vi naevner fgrst uden bevis en ren eksistensssetning.

Saetning 260 Peano’s eksistenssatning. Lad D vere en aben delmengde af
R? og lad (tg,y0) € D. Antag, at f er en kontinuert funktion defineret pa D. Sa
har begyndelsesverdiproblemet y (to) = yo for differentialligningen % = f(t,y)
mindst én maksimal lgsning.
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Bemeerkning 261 Vi beklager, at der optreder begrebet kontinuitet af funktion
af 2 variable, et begreb, som leseren ikke formodes at have kendskab til. Da
leeseren dog har kendskab til kontinuitetsbegrebet for funktion af én variabel, kan
man habe, at det indtryk efterlades, at nesten alle begyndelsesverdiproblemer
for differentialligninger af forste orden har mindst én lgsning.

I afsnittet om separable differentialligninger gives et eksempel pa en differ-
entialligning, der opfylder betingelserne i Peanos eksistensssetning, men som har
mere end én maksimal lgsning gaende gennem et givet punkt (faktisk uendeligt
mange).

Hovedresultatet i dette kapitel er Picard-Lindelsf’ s szetning (Emile Picard,
1856-1941, og Ernst Lindelof, 1870-1946), men fgrst en definition.

Definition 262 Lad f vere en funktion defineret pa en delmangde D af R?.
Vi vil sige, at f opfylder en Lipschitz-betingelse i D m.h.t. y, hvis der findes en
konstant L, sa

|f(tay1) - f(tay2)| < L|y1 - yQ‘

for hver to punkter (t,y1), (t,y2) € D. L vil vi kalde en Lipschitz-konstant for
f pa D. Hvis D er aben og hvis f opfylder en Lipschitz-betingelse pd enhver
begreenset og lukket delmengde K aof D, sa vil vi sige, at f lokalt i D opfylder
en Lipschitz-betingelse m.h.t. y. Lipschitz-konstanten kan afhenge af K.

Saetning 263 Picard-Lindeldf’s setning. Lad D vere en dben delmaengde
af R%. Lad f veere en kontinuert funktion defineret pa D, og antag, at f lokalt
i D opfylder en Lipschitz-betingelse m.h.t. y. Lad (to,yo) € D. Sa har begyn-
delsesveerdiproblemet y (to) = yo for differentialligningen % = f(t,y) netop én

maksimal lgsning.

Korollar 264 Lad D vere en dben delmengde af R?. Lad f veere en kontinuert

funktion defineret pa D, og antag, at f har en kontinuert partiel afledet m.h.t. y

i D. Lad (to,y0) € D. Sd har begyndelsesveerdiproblemet y (to) = yo for differen-
Y

tialligningen % = f(t,y) netop én maksimal lpsning.

Bevis. (for Picard Lindelofs seetning). Vi giver kun idéen i beviset. Alle de
besveerlige tekniske detaljer mé vi udelade. Bemaerk, at en differentiabel funktion
¢ defineret pa et interval I er lgsning til begyndelsesvaerdiproblemet

dy

E:f(tay)a y(tO):yO

hvor (tg,y0) € D, hvis og kun hvis ¢ er lgsning til integralligningen

t
v =vo+ [ 1) &
to
Bemeerk igvrigt, at enhver kontinuert lgsning til (**) automatisk er differentia-
bel. Man skal si vise, at (**) har netop én maksimal lgsning.Man skal dels vise,
at integralligningen (**) har mindst én lgsning (eksistensdelen af beviset), dels
vise, at (**) har hgjst én lgsning (entydighedsdelen).
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1. Eksistensdelen. Vi saetter ¢ (t) = yo for alle ¢. Herefter defineres ¢, ved
¢1 (1) = yo + tt f(s,¢0(s)) ds
Dernzest defineres ¢, ved

ba () = yo + / £ (5. 64 (5)) ds

Saledes fortseettes. Generelt defineres ¢,, | udfra ¢, ved

Boer (8) = 9o+ / £ (5,60 () ds

Man skal nu vise, at funktionsfglgen (¢,,), -, konvergerer mod en kontin-
uert funktion ¢, og at ¢ opfylder integralligningen (**). Hermed vil beviset
for eksistensdelen veere fort.

2. Entydighedsdelen. Antag, at ¢ og ®¥begge er lgsninger til integrallignin-

gen (**) pa det lukkede interval I. S& forlpber begge grafer indenfor en
lukket og begraenset delmeengde K af D. Lad L = L (K) veere en Lipschitz-
konstant for f pa K. For overskuelighedens skyld antager vi, at ¢ > tq.
Argumentet er analogt for ¢t < tg. Sa fas af (**) med y lig henholdsvis ¢

og Y- \
‘W‘W)‘S/t L6 (s) — o (s)] ds

Men en kontinuert og ikke-negativ funktion f, der opfylder

f@ <L [ f(s)ds

to

kan vises at veere identisk nul. Seetter vi nemlig F' (t) = ftto f(s)ds, sa har
vi

F/(t) < LF (1
Men vi har
F'(t)y < LF({t)<F(t)—LF(@)<0
= e P (t)—e MLF(t) <0
= (eMF@) <0
Integration fra tg til ¢; giver
e M () <0

altsd F (t1) < 0 for alle t; > tg. Men da &benbart F (¢t1) > 0, ma vi
konkludere, at F' (¢1) = 0 for alle t; > ¢¢. Det samme mé& derfor gaelde for
f. Dette viser, at de to lgsninger ¢ og i er ens
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Eksempel 265 Vi vil finde de to forste Picard-Lindelof approksimationer ¢4
0g ¢y for begyndelsesvaerdi problemet

dy 9 9
— =t + =1
i v, y (0)

Med yo =1 og to = 0 finder vi, idet ¢q (t) =yo =1, at
t
p1(t) = wvot [ f(s,00(s))ds
tg
t

1+/ (32+1)ds:1+t+1t3
0

3

Herefter fas videre

bs(t) = yo+ / £ (5,61 (5)) ds

2
= 1+/ <32+<1+s+153> )ds
0 3

2 1 2 1
L4t +t2+ o3+ <t 4 =15 + —t7
TR T T
Bemaerkning 266 Picard-Lindeldf-approksimationerne kan udmerket bruges
som substitut for dén eksakte lgsning, som man mdaske ikke kan bestemme.
Den dbenbare svaghed ved metoden er, at integralet fti f (8,0 (8)) ds neppe kan
udregnes 1 serligt mange tilfelde.

7.2 Separation af de variable

En separabel differentialligning er en differentialligning, der kan skrives pa for-

men p
Y

—= =h(t

o =g )

hvor hgjresiden altsa kan skrives som et produkt af to faktorer, hvor den ene

ikke indeholder y og den anden ikke indeholder ¢ (uden gennem y (t) ).
Eksempel 267 Differentialligningen

dy —3t
bl A 1 —
¢ yv(l-y)
er separabel.

Losning af separable differentialligninger er jo pensum i gymnasiet, sa vi
forudsaetter en vis erfaring med lgsningen af sddanne. Her fglger dog en noget
voldsomt udseende szetning, der siger, hvordan lgsningerne kan findes.
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Saetning 268 Betragt i omradet I x J differentialligningen

Y hyew) *

hvor h er kontinuert pd det abne interval I og g kontinuert pd det adbne interval
J. Sa gelder:

1. Lad f veere en funktion, der pd intervallet Iy C I opfylder g (f (t)) # 0 for

allet € I. Sé ery = f (t) losning til differentialligningen (*) pd intervallet
I, hvis og kun hvis y = f (t) pd intervallet Iy er losning til ligningen

/%:/h(t)dt—kk (*%)

for en eller anden konstant k.

. Antag, at h ikke er identisk lig nul i I. Sd ery = f(t) = yo, t € I, en
konstant lpsning til (*), hvis og kun hvis g (yo) = 0.

. Hvisy = [ (t), t € I, er en ikke-konstant losning til (*) og hvis der findes
et to € I, sd f (to) = yo, hvor g (to) = 0, sd gar der mindst to lpsninger
gennem punktet (tg,yo).

. Hvis begyndelsesverdiproblemet for (*) har entydigt bestemte lgsninger
gennem ethvert punkt ¢ I x J, sd bestdr den fuldstendige losning til (*) of
de lpsninger, der findes ved separation af de variable (altsa de lpsninger,
der findes under (a)) samt af eventuelle konstante lgsninger.

Bevis. (1) Lad y = f(t) veere en lgsning til differentialligningen (*) pa

intervallet I; C I med g (f (t)) # 0 for alle t € I1. S& har vi

)y =g(f®)h()

for alle t € I;.Ved division med g (f (¢)) fas

Ved ubestemt integration m.h.t. ¢ fglger, at der findes en konstant k, s&

@)
/g(f(t))dt_/h(t)dt+k

I integralet p& venstre side indfgrer vi substitutionen y = f(¢). Vi finder si
dy = f' (t) dt, hvormed vi har

JEy v
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hvilket er (**). Antag omvendt, at y = f (¢) er en lgsning til ligningen (**) pa
intervallet Iy C I med g (f (t)) # 0 for alle ¢ € I;for en eller anden veerdi af
konstanten k. Vi kan skrive (**) pa formen G (y) = H (t) + k, hvor G (y) er
en stamfunktion til ﬁ pa et interval J; C J pa hvilket g (y) # 0, og som
indeholder vaerdimaengden for f (¢),t € I, og hvor H er en stamfunktion til
h pa I;. Da dermed f (t) = G™' (H (t)), er f differentiabel pa I, og vi har
G (f@)f () =H(t), dvs. ﬁ% = h(t) for alle ¢ € I;. Altsa geelder ogsi
ff@&)=g(f@)h(t), dv.s. at f pa I opfylder (*).

(2) Hvis g(yo) =0, sd er y = f(t) = yo, t € I, klart lgsning til (*). Hvis
omvendt y = f(t) = yo, t € I, er lpsning til (*), si er enten g (yg) = 0 eller
h(t) =0 for alle t € I;. Hvis derfor Iy = I, og h ikke er identisk lig nul i I, s&
mé g (yo) veere lig nul.

(3) Pastanden fglger af, at ogsd den konstante lgsning y = yo gir gennem
(to, yo)-

(4) Folger umiddelbart af (a), (b) og (c). m

Saetning 269 Lad I og J vere abne intervaller. Lad h vere kontinuert pa
I og lad g vere differentiabel pi J med kontinuert afledet g', sé har begyn-
delsesverdiproblemet

Y h®ew), v =u

hvor tg € I og yo € J preecis én (maksimal) losning.

Bevis. Resultatet folger umiddelbart af korollaret til Picard-Lindelof’s saet-
ning. W

Bemaerkning 270 Ved separation af de variable opnas som beskrevet en ligning
(**) mellem t og y. Ligningen er ofte temmelig vanskelig at lose, undertiden er
det ngdvendigt at lgse den ved hjelp of numeriske metoder. I sa fald kunne det
veere en fordel i stedet at lgse selve differentialligningen numerisk.

Bemsaerkning 271 I de tilfelde, hvor det er lykkedes at lgse (**) m.h.t. y, er
det ofte sveert at bestemme det interval pa hvilket det fundne funktionsudtryk

loser differentialligningen. Ofte afhaenger dette definitionsinterval af konstanten
k.

Eksempel 272 Vi lgser differentialligningen fra eksemplet ovenfor:

dy _ap
29 1 —
¢ yv(l-y)

Da h(t) = e 3 er kontinuert pa R og da g(y) = y (1 —y) dbenbart er dif-
ferentiabel med kontinuert differentialkvotient ¢’ (y) = 1 — 2y pé R, gér der
igennem ethvert punkt i planen R?2 = R x R netop én lgsning. Vi undersgger
forst, om differentialligningen har konstante lgsninger. Vi skal da lgse lignin-
gen g(y) = 0, dv.s y(1—y) = 0. Denne ligning har dbenbart losningerne 0
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og 1. Altsa har differentialligningen de to konstante lgsninger y =0 og y = 1.
Vi kan allerede nu sige en hel del om de andre lgsningers forlgb. Opfylder en
losning y (t) uligheden y (to) > 1 (Tomrdde 17) pd et tidspunkt to, s vil den
altid have gjort det og vil vedblive med at gore det. Lasningen kan jo ikke krydse
den konstante lgsning y = 1 pd grund aof entydighed af lgsninger. Det samme
kan siges om en losning, der opfylder 0 < y(to) < 1 ("omrdde 27) og om en
lgsning, der opfylder y (to) < 0 ("omrdde 3”). Vi kan endda udfra differential-
ligningen afgore monotoniforholdene for lgsningerne i de 8 omrader. I omrade
Tery' (t)=e 3y (t)(1 -y () <0, day(t) > 1. Altsd er lgsningerne i omrade
1 aftagende. Det samme er lgsningerne i omrdade 3, mens lgsningerne i omrade
2 er voksende.

Vi bestemmer nu formeludtryk for de lgsninger, der ligger i de tre oven-
naevnte omrader. Disse lgsninger findes ved separation

1
Inly| —Injy —1| = —§€_3t +C

hvoraf

Her er C € R en integrationskonstant. Ved sammenskrivning af de to logaritmer
fas

In

Y __1 —3t
y—l'_ 36 +C

hvorefter vi finder

# = exp (—%e& + C) =e%exp (—%e&)

Numerisktegnet kan fjernes mod, at der settes = pa hgjresiden:

1 1
# = +e%exp (—ge_3t> = Kexp (—ge_m)

hvor vi har sat K = +e®. Bemark, at K ngdvendigvis ma vere forskellig fra
nul. Vi skal nu lgse ligningen

. u = Kexp (—%e_m)

y—1
Vi finder:
ﬁ = u<=y=wW-lu=yu—u
— Yu—Yy=u<—y= Tl
Altsé har vi
Kexp (—te 3t K
y(t) ( )
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hvor K € R\ {0}. Hermed har vi altsi fundet en formel for de losninger, der
befinder sig i de tre omrader adskilt af de konstante lgsninger.

Den fuldstendige lgsning til differentialligningen bestar da af disse samt de
to konstante lgsninger, y = 0 ogy = 1. Den forste af de konstante lgsninger kan
indkorporeres i den generelle formel ved alligevel at tillade K = 0.

Huis begyndelsesbetingelsen y (0) = % er givet, finder vi ved indsettelse kon-

stanten K til —exp (%) Altsa fas losningen

—_

—exp (3) _
—exp (3) —exp (3e73)  l+4exp(—3(1—e3))

Bemeerk, at limy_,oc y (t) =

1
1+exp(—1/3) "

1.8

1.6

14 -

12 o
]

08 —~

06

04 o

02 1

Grafer for 8 lgsninger til y' = e 3ty (1 — y)

Eksempel 273 Som et eksempel pa, at der kan ga to lgsninger gennem samme
punkt tager vi differentialligningen

dy _
dt

wiv

3y:

Vi ser, at y = 0 er en konstant lgsning. Ved separation af de variable findes
losningerne y = f (t) = (t + k)® . Losningsmetoden, krawver f (t) = (t + k) # 0,
men det ses ved direkte indsettelse i differentialligningen (*), aty = f(t) =
(t+ k)3 er lgsning for alle t € R. Gennem (0,0) gdr nu foruden den konstante
losning y = 0 ogsd losningen y = t3. I virkeligheden er det endnu verre, idet
man ved sammenstykning af den konstante losning med lgsningen y = (t + k)3 i
punktet t = —k kan konstruere uendeligt mange lgsninger, der alle gar gennem
(0,0). Lad nemlig k1 < 0 < ko, og lad f vere den funktion, der er givet ved



90 KAPITEL 7. DIFFERENTIALLIGNINGER AF 1. ORDEN

folgende forskrift

(t — k1)3 for t S kl
f(t): 0 fOT ki <t<ks
(t - k2)3 for t 2 kg

sa er f losning til (*) pd R, og dens graf gar gennem (0,0). Hvis vi tillader
ki1 = —00 0og ko = 00, sd giver ovenstaende forskrift faktisk samtlige lgsninger,
der gér gennem (0,0). Bemerk, at g (y) = 3y>/° ikke er differentiabel for y =0
(jonf. Bemerkning 1 ovenfor).

08 o
06 /
04 /

0.2 /

0.6

0.8 o

+1 -

Lgsningen med k1 = —1, ko = 2 og lgsningen med k1 = ko = 0.

Dvelse 274 Figuren ovenfor kan med rimelighed siges at vise graferne for 9
forskellige losninger til begyndelsesvardiproblemet

dy 2 _
. Hvordan det?
Bemszerkning 275 Lad os tenke os, at differentialligningen

dy _

:;
ar =

kunne veere den lov, der styrede tidsudviklingen for en eller anden fysisk storrelse
Yy, og at denne stgrrelse kunne antage verdien nul. Eksistensen af de uendeligt
mange losninger til differentialligningen med y (0) = 0 viser, at udtalelser om
den fremtidige og fortidige opforsel af y ville vere beheeftet med en betydelig
ustkkerhed: Lad os sige, aty er malt til verdien yo til tiden t = 0. Huis yg =0,
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sa fremgar den mulige fremtidige og fortidige opforsel af den i eksemplet givne
formel for samtlige lpsninger. Hvis yo > 0 kan vi pa lignende vis konstruere
uendeligt mange mulige fortidige opforsler, hvorimod den fremtidige opforsel
ligger fast. Det er preecis omvendt, hvis yg < 0. Det siger sig selv, at en sidan
naturlov er temmelig mangelfuld. Det er derfor af stor betydning at kunne give
betingelser for, at begyndelsesverdiproblemet for (*) har precis én losning.

PH trods af det, der lige er blevet sagt, optrllder en differentialligning, der
ligger tHlt op ad den nllvnte i en matematisk model for forbrilinding af f.eks.
tril.

Eksempel 276 Forbrending af tre. Lad m(t) betegne massen af treet til
tiden t. Antag, at temperaturen under forbrendingen er konstant. Sa er det en
rimelig antagelse at gore, at forbrendingshastigheden er proportional med treets

overfladeareal A, altsd
dm

dt
Hvis treet under forbrendingen ikke endrer form, men kun storrelse, da wvil
massen m vaere proportional med en wvilkarlig karakteristisk lengde L oploftet
til tredie potens, og overfladearealet A wvil vere propoptional med lengden L i
anden potens, altsa

=—-kiA

m = alLd
A = BIL?

Vi eliminerer L:

=

A = 5L2=5(_)§:507%m%

d 2
d—T = kA= —kiBa"Fm
hvor k = kq Ba*% er en positiv konstant. Ved udregninger som i forrige eksempel
finder vi folgende lgsning, nar det forudsettes, at m (0) = mg > 0:

3
m(t):{ (mé—%kt) for t§7‘:%m§
for t>T1
Den givne lgsning er den eneste, der opfylder begyndelsesbetingelsen m (0) =
mo > 0 og samtidigt opfylder betingelsen m (t) > O for alle t > 0. Storrelsen
7 er den tid til hvilken brendet er brendt. Bemerk nu, at lgsningens graf gar
gennem (7,0). Der er imidlertid uendeligt mange lpsninger til forbrendings-
differentialligningen, der gar gennem dette punkt, nemlig alle dem, der svarer til
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en startbrendemaengde, der er mindre end eller lig mqg. Dette bor ikke overraske,
idet det blot betyder, at er der mindre brende til at begynde med, da er balet
tidligere brendt ned. Néar det forlanges, at m (t) > 0 for alle t > 0, har vi her
et eksempel pa en differentialligning, for hvilken der nok er entydighed af alle
lgsninger fremad i tiden, men ikke entydighed af alle lgsninger bagud i tiden.

34

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 18 2
t

3 lgsninger til m' = —3mi

7.2.1 Lgsning ved tricks
Eksempel 277 Betragt differentialligningen

d
=4y oy = (t+y)
Den er abenbart ikke separabel, men ved et lille trick kan den lgses ved separation.
Introducér den nye ubekendte funktion v ved v (t) =t + y (t). Hermed fas

d

b =11y =10
der jo er separabel. Ved separation fas arctanv = t+C, altsd v (t) = tan (t + C).
Hermed har viy (t) = —t+tan (¢t + C). Definitionsintervallerne for losningerne
er ]—C -5 +pm,—C+ 5 +prm [, hvor p € Z. Differentialligninger aof typen
% = f(at + by + ¢), hvor b # 0, kan loses pi denne mdide.

Eksempel 278 Betragt for t > 0 differentialligningen

dy

2 -2
pr +y

Lad v (t) =ty (t), sd fds

' =t(y+ty)=t(y+t(2t>—y*)) =v—0"+2
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Den nye funktion v opfylder altsa en separabel differentialligning. Da polynomiet
v—2v2+2=—(v+1)(v—2) har rodderne —1 og 2, har differentialligningen

de konstante losninger v(t) = —1 og v(t) = 2. Dermed har den oprindelige
differentialligning losningerne y (t) = —% og y(t) = % Ved separation aft% =
—(v+1)(v—2) fis for v £ —1,2 efter lidt arbejde
263+ K
t) =

hvor K # 0. Vi ser, at hvis K sattes lig nul i denne formel, fas den konstante
losning v = 2, hvorimod den konstante lﬂsm'ng.v = —1, lidt lgst sagt, svarer til
K = co. Hermed har vi lgsningerne y (t) = %;'_"KL), hvor K € R, samt y (t) =
—%. Definitionsintervallerne for de forskellige losninger fas af forlangendet t> —

K #£0 (sammen medt >0 ).
. . . . d-
7.2.2 Differentialligninger af typen % = f (¥)

Definition 279 FEn differentialligning, der kan skrives pd formen

by

kaldes homogen.

Bemszerkning 280 Senere vil vi (i forbindelse med lineere differentialligninger)
0gsad bruge ordet homogen i en anden betydning.

Lgsningsmetoden bestar i at introducere en ny ubekendt funktion v i stedet
for y. Vi seetter v (t) = ﬂtﬂ fort #£ 0, altsé y (t) = tv (t). Hermed fas y’' = tv’ +v,
der indsat i differentialligningen giver

dv

t
dt

+v=t'4+v=f(v)
Vi ser, at denne differentialligning er separabel. Det er deri, at metodens succés
bestar.

Eksempel 281 Lgs begyndelsesvardiproblemet

dy 2 +ty+y?

Vi bemeerker, at hojre side kan skrives som 14 % + (%)2 Differentialligningen
er altsé homogen. Vi seetter derfor y = tv, hvor v er en ny ubekendt funktion.
Med y' = tv' +wv fds folgende differentialligning for v:

d
td—:—&—v:l—&—v—ka
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altsd p
v

t— =1+

7 +v

Denne differentialligning er separabel. Da den ingen konstante lgsninger har,
findes samtlige lgsninger ved separation af de variable. Vi finder:

arctanv = Int + C

For vi gar videre, bestemmer vi konstanten udfra den givne begyndelsesvaerdi
y(1) = 1. Vi finder C = arctanl = 5. Hermed har vi v = tan (1nt+ %) og
dermed

y (t) = ttan (lnt + %)
z

defineret pa intervallet I givet ved Int+7 € ] -3 [, hvilket giver I = ]6_3“/4, em/4 [

7.3 Linezere differentialligninger af 1.orden
En differentialligning af forste orden, der kan skrives pa formen
at)y +b(t)y =c(t)

kaldes en linezer differentialligning. P& ethvert interval I, hvor a (t) # 0, for alle
t € I, kan ligningen normeres ved division med a (t). Herved opnéar differential-
ligningen fglgende form

y+prt)y=q@), tel
Vi forudsaetter i det fglgende, at bade p og ¢ er kontinuerte pa et interval I.

Saetning 282 Lad p og q vere kontinuerte funktioner defineret pd intervallet
1. Sa er den fuldstendige lgsning til

v +pt)y=q(t) (DL)

givet ved formlen
y () = e PO / e"Og (t) dt + Ce P ()
hvor P er en vilkarligt valgt stamfunktion til p, og hvor C € R er en arbitrer

konstant. Den lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelsen y (to) = yo er givet
ved folgende formel, der indeholder et bestemt integral:

t
ylt) = PO [ PO (9 dst yoe T ()

to
hvor P nu er den stamfunktion til p, der er nul for t = to, altsé P(t) =

fti p(s)ds.
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Bemaerkning 283 Vi ser, at enhver lgsning til den lineere differentialligning
(DL) er defineret pi hele I. Dette er ofte ikke tilfeldet for ikke-lineere differ-
entialligninger. Formlen (*) (og ogsd (**) ) kaldes ofte for Panserformlen.

Bevis. Da p er kontinuert pa I, har p en stamfunktion pa dette interval.
Lad P vere en sadan. Da e”’) > 0 for alle t € I, har differentialligningen (DL)
de samme lgsninger som fglgende differentialligning

y' () P D 4 p(t) "Dy () = P Dg (2)

Men venstre side heraf er differentialkvotienten af produktet e”®y (). D.v.s.
ovenstaende kan skrives pa formen

L (PO, () = PO

= ("y (1) = "0 (1)

Denne differentialligning er imidlertid ensbetydende med, at e (t)y(t) er en
stamfunktion til e’® ¢ (t), d.v.s. ensbetydende med eksistensen af en konstant
C E€R,sa

J@sz/fmﬂwﬁ+c

hvor vi her med det ubestemte integral betegner en vilkarligt valgt stamfunk-
tion til e’ ¢ (). Denne sidste ligning er &benbart aekvivalent med formlen (*).
Formlen (**) fas ved for det forste at veelge P som angivet i seetningen, sa har
vi abenbart P (tg) = 0. Dernaest integreres £ (eFy (£)) = Mg (t) fra to til
t. Heraf folger (**) umiddelbart. m

Mest af hensyn til den senere behandling af linezere differentialligninger af
hgjere orden viser vi en generel ssetning om strukturen af den fuldstsendige
lgsning til den linesere differentialligning af fgrste orden.

Seetning 284 Den fuldstendige losning til differentialligningen (DL)

Y +p(t)y=q(t) (DL)

er lig med summen af en partikuler losning, yp, til ligningen og den fuldstendige
losning, Ynom, til den tilsvarende homogene ligning

Y )y =0 (homDL)
altsd Y = Yp + Yhom-
Bevis. Vi giver to beviser.

1. Den fuldsteendige lgsning til (DL) er givet i Seetning 4.1 ved (*). Nar C =0
i (*) fas en lpsning. Den betegner vi med y,. Det er en partikuleer lgsning.
Formlen (*) geelder selvfglgelig ogsa for det specielle tilfzelde, at ¢ (t) =0
for alle t € I. Men si fas den fuldstendige lgsning til den homogene
ligning til yhom = Ce~P*). Szetningen folger nu ved at udnytte den paviste
fortolkning af de to led i (*).
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2. Dette bevis udnytter ikke Seetning 4.1. Antag, at y,, er en lgsning til (DL)
og at y,, er en lgsning til (homDL). S& er y = y;, +ys losning til (homDL),
idet

(p+un) +0t) Wp+yn) = Yo+yh +pE)yp +0 ) yn

Hvis omvendt y;0g y2 begge er lgsninger til (DL), si er y = y1 —y2 lgsning
til (homDL), idet

(yi—y) +pE)(y1—y2) = yi—vh+p®yi—p{t)y2

Heraf folger seetningen.
]

Eksempel 285 Differentialligningen

ty' + 2y =te~t
betragtes for t > 0. Den gnskes lgst, og det gnskes vist, at netop én lgsning
har en grenseverdi for t | 0. Ligningen er abenbart lineer. Vi normerer forst
ligningen:
O -
t
Panserformlens P er givet ved P (t) = f %dt = 21Int, sd vi finder, at eF® =

e2nt — 2 o5 =Pt = =2, Hermed er den fuldstendige losning givet ved

y(t) = t72 / t2etdt + Ct™?

= t72 (e —2te™ —2e7") + Ct7?
= (1424 2) 0 ¢
B t 12 2

hvor C € R. Vi viser nu, at der er netop én lgsning, der har en grenseverdi
fort | 0. Vi skriver forst den fuldstendige lgsning pa formen

C—(2+2t+2)e?
2
Da nevneren gar mod nul fort | 0, er det ngdvendigt, at telleren ogsd gor, hvis

broken da skal have en grenseverdi. Men saé ma vi have, at C' = 2. Nu gar bade
teller og nevner mod nul. Vi bruger ’Hospitals regel:

_ —t 2 —t 2 ¢
2t+2) e+ (P +2+2) e’ tRe L
2t 2t 2
fort | 0. For C = 2 har vi altsd, at y(t) — 0 for ¢t | 0. De gurige lgsninger

deler sig i to grupper: For C < 2 gelder, at y (t) — —o0, og for C > 2 geelder,
at y (t) — oo fort | 0.

y(t) =

(i + 2 yp) + Wh +2 @) yn) =q () +0=1q(t)

Wi +p@) 1) — (o +p(t)y2) =q(t) —qt0=0
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18 2

1 4

e4 A

Lgsninger svarende til C = 1.5,1.75,2,2.25 0og 2.5

Dvelse 286 Betragter man figuren ovenfor kunne man mdske fristes til at pdstd,
at lgsningen svarende til C = 2 er den eneste, der ikke er monoton. Kan det
veere rigtigt?

Eksempel 287 Vi betragter en omrort tank med gennemstromning. Tanken har
konstant rumfang V. Gennem tanken strommer pr. tidsenhed et veskerumfang
pa F'. Den indkommende veske indeholder et stof A med en koncentration, der
til tiden t er ay (t). I tanken foregar en kemisk reaktion

A— 7

Den antages at vere af forste orden, d.v.s. at den maengde A, der omdannes
pr. tidsenhed er proportional med den gjeblikkelige koncentration a (t) i tanken.
Koncentrationen af den veske, der forlader tanken er til tiden t lig med a (t),
da der rgres rundt i tanken.

Vi kan nu opstille en differentialligning, der bestemmer tidsudviklingen for
koncentrationen af stof A. Den samlede mangde A i tanken til tiden t er produk-
tet af rumfang og koncentration, altsé Va (t). Denne storrelses differentialkvo-
tient m.h.t. tiden, % (Va(t)), er derfor lig med forggelsen af stof A pr. tidsen-
hed. Denne forggelse af stof A pr. tidsenhed skyldes dels, at der pr. tidsenhed
ankommer en mengde A pa Fay (t), dels at der pr. tidsenhed lukkes Fa (t) ud,
og endelig at der pr. tidsenhed omdannes en mengde A pd kVa (t) til Z. Propor-
tionalitetskonstanten (“hastighedskonstanten®) k er positiv, men afhenger nor-
malt af temperaturen. Vi skal antage, at temperaturen holdes konstant, sdledes
at k kan regnes for konstant. Hermed har vi folgende massebalance

d

— (Va(t)) = Fay (t) = Fa(t) — kVa(t)
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Idet rumfanget V' er konstant kan denne differentialligning ogsa skrives

d@y+<§+k)a@%:§aﬂw

Denne differentialligning er dbenbart lineer. Det er bekvemt at indfore storrelsen
T = %, der er den tid, det tager at fylde tanken (eller tomme den). Differential-
ligningen kan da skrives

o () + (% + k) a(t) = %al )

Antag nu, at koncentrationen i tanken til tiden t = 0 er kendt, lad os sige,
at den er ag, altsd a(0) = ag. Af panserformlen fis nu lgsningen til begyn-
delsesverdiproblemet:

a(t) = e (3+k)t /t e($+k)slal (s)ds + age (FFR)t (#)
0 T

Vi kommer ikke lengere, salenge vi ikke antager noget om den indkommende
koncentration a;.

Lad 0s nu antage, at den indkommende koncentration er konstant: aq (t) = «
for allet > 0, hvor a er en positiv konstant. Vi finder

t
a(t) = 6_(%+k)t/ e(i"'k)Sgds—Faoe_(%"‘k)t
0 T

¢

— O (L4m)e i 1 (LK) +a067(£+k)t
T s +k 0

= 1 fl{;q’ ef(%Jrk)t (e(%Jrk)t — 1) -+ aoef(%Jrk)t
LT (1 oY e

Vi ser, at a(t) — 45 for t — oo. Koncentrationen i tanken naermer sig
altsa #“M uanset hvilken begyndelseskoncentration, der var i tanken. Bemeerk
ipvrigt, at den konstante funktion a, (t) = #"M er en partikuler lgsning til dif-
ferentialligningen. Er begyndelseskoncentrationen ag = #, sd vil a(t) have
den veerdi ogsd for alle t > 0.

7.3.1 Bernoulli-ligninger
Jacob Bernoulli (1654-1705) har givet navn til ligninger af typen

YH+pty=qt)y" (B)

Hvis n = 0, s& har vi den linesere differentialligning (DL). Hvis n = 1, kan
ligningen skrives y' + (p (t) — ¢ (t))y = 0, der er en homogen lineser differen-
tialligning. De interessante tilfeelde er derfor n # 0,1. I de tilfeelde, hvor n er
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negativ eller ikke hel, mé naturligvis ggres forudsesetninger om y bare af hensyn

til eksistensen af y™, men vi skal af hensyn til lgsningsmetoden forudssette y # 0

pa det betragtede interval. Leibniz fandt i 1696 fglgende lgsningsmetode.
Introducér den nye ubekendte funktion v ved

v(t)=y®)'"

Sa har vi o' (t) = (1 —n)y (t) "y’ (¢). Multiplicér ligning (B) med (1 —n)y ",
sa fas

A=)y +A-n)pt)y' ™" =(1-n)q(t)
Udtrykt ved v giver det fglgende ligning:

v+ (@ =n)pt)v=(1-n)q(t)

Denne differentialligning er lineser. Vi kan lgse den v.hj.a. panserformlen (*).
1
Herefter findes y (t) = v (t) 7.

Eksempel 288 Den logistiske ligning. Vi tager som konkret eksempel pd en
Bernoulli-ligning den sakaldte logistiske ligning kendt fra populationsdynamikken:

y' = ay — by? (logist)

Her betegner y (t) antallet af individer til tiden t, sd differentialligningen (logist)
skal studeres for y > 0. Vi regner med, at vi kender antallet af individer til
tiden t = 0, altsd har givet en begyndelsesbetingelse y (0) = yo. Leddet ay (hvor
a er en positiv konstant) pa hgjre side representerer en tilvakst pr. tidsenhed
proportional med det gjeblikkelige antal individer. Uden det andet led, —by?
(hvor b er en positiv konstant), ville veksten blive eksponentiel. Dette andet led
repraesenterer individernes hemmende indvirkning pa hinanden. Vi kunne kalde
det et overbefolkningsled.

Hvisyo =0 ery(t) =0, t > 0, dbenbart en lgsning, og dermed lgsningen, da
begyndelsesveerdiproblemet for (logist) har entydigt bestemte lgsninger. Antag
derfor, at yo > 0. Sd vil lpsningen y (t) itkke kunne antage verdien nul for
nogen veerdi af t. Differentialligningen (logist) er separabel, og kunne derfor loses
som en sadan. Det er imidlertid ogsd en Bernoulli-ligning. Vi prover Leibniz’
losningsmetode: Da n = 2, setter viv =y~ L, og finder folgende ligning for v:

v +av=>0

Denne er som ventet lineer, og igvrigt serlig simpel, da a og b er konstanter.
Ved indsettelse i panserformlen (**) fas

t
b
v(t) = e’“t/ e*bds + vge = (1 - efat) + voe
0

a

Idet vy = yio 0gYy = %, fas sa efter lidt omordning

a
_ 2 Y0
Yo+ (§ — o) e~

y(t)
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Det ses ved inspektion, at denne formel ogsd gelder for det trivielle tilfelde
yo = 0. Bemerk, at det folger af formlen for y(t), at y(t) — ¢ fort — oo.

Bemerk ogsd, at hvis yo = ¢, sa har vi en konstant losning y (t) = §.

0 1 2 3 4 5
t

7 losninger til den logistiske ligning y' = y(1 — y)

Avelse 289 Det fremgar af figuren ovenfor, at grafen for visse lgsninger til
den logistiske ligning har vendetangent for et t > 0. Vis, at lgsningerne til
v =y(1—y), y(0)=yo har vendetangent for ett > 0, netop nir 0 < yg < %

7.4 Approksimativ lgsning af differentialligninger

Pa trods af de mange lgsningsmetoder, vi har set i det foregaende, er det nsermest
at betragte som en undtagelse, nar lgsningerne til en differentialligning kan
udtrykkes eksplicit ved elementaere funktioner, selvom differentialligningen selv
kun indeholder sadanne. Dette problem har vi allerede ved lgsning af den simple
differentialligning y’ = h (¢), hvis lgsninger jo blot er stamfunktionerne til h.
Det er velkendt (men ingenlunde let at vise), at mange simple kombinationer af
elementeere funktioner ikke har sltamfunktioner, der kan udtrykkes ved elemen-
teere funktioner. Eksempler er < og sin (tQ). Bemeerk igvrigt, at hvis man er
uvidende om logaritmefunktionen, sa kan man ikke udtrykke f %dt ved kendte
elementzere funktioner.

Problemet mgder os da med dobbelt styrke ved Igsning af en lineser differen-
tialligning af forste orden, hvor der dog findes en formel. Denne formel kraever
imidlertid to stamfunktionsbestemmelser. Det samme gaelder lgsningen af sep-
arable differentialligninger. Her har vi til og med den yderligere komplikation,
at lgsningen i fgrste omgang kun findes givet implicit. Selv hvis integrationerne
gik glat, er det ofte umuligt at lgse eksplicit for y.
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Helt galt gar det, nar ingen af vore metoder (eller andre vi kunne taenke pi)
virker. Sa star vi tilbage med Peano’s eller Picard-Lindel6f’s eksistensseetning,
der forsikrer os om, at der da i hvertfald er en lgsning. Beviset for Picard-
Lindelof’s seetning indeholder ogsd en anvisning pa, hvordan man kan finde
Igsningen til et givet begyndelsesvaerdiproblem. Denne anvisning indeholder
desveerre uendeligt mange skridt, sa den kan ikke forventes at give os den ng-
jagtige Igsning i den tid, vi har til radighed. Men den kan give os en approksi-
mation til lgsningen.

7.4.1 Picard-Lindel6f’s metode

Vi illustrerer anvendelsen af Picard-Lindelsf’s idé ved et eksempel. Vi veelger et
simpelt eksempel, hvor vi ogsa kan finde den eksakte lgsning af hensyn til en
kontrol af, hvor god metoden er.

Eksempel 290 Betragt begyndelsesverdiproblemet

Lgsningen er

B(t) = .t €] o0, 1]

Beuiset for Picard-Lindeldf’s setning udnytter, at en differentiabel funktion ¢
defineret pa et interval I er losning til begyndelsesverdiproblemet (*), hvis og
kun hvis ¢ er lgsning til integralligningen

t
v =1+ [ y(s)ds
0
Denne integralligning er fremkommet ved integration af (*) fra 0 til t. Vi de-

finerer nu en folge af funktioner (d)n)zozo, pa folgende mdde: Vi seetter ¢ (t) =1
for alle t € R. Herefter defineres ¢, ved

t t
¢1(t):1+/(/)0(s)2d3:1+/ lds =1+t
0 0

Dernest defineres ¢o ved

t ¢
1
¢2(t):1+/ ¢1(s)2ds:1+/ (1+s)2ds:1+t+t2+§t3
0 0
@5 defineres ved

t t 2
pq(t) = 1+/¢2(s)2ds:1+/ (1+s+32+§s3> ds
0 0

2 1 1 1
= 1+t+2 48+t 4+ 20+ 25+ —¢7
i+ St S S o
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Saledes fortseettes. Vi ser, at regningerne meget hurtigt bliver meget besveerlige.
Generelt defineres ¢, 1 udfra ¢,, ved

t
byt (B) =1+ / b ()7 ds

Vi ser, at ¢q og ¢,stemmer overens med lgsningens Taylorpolynomier af 0’te
og forste grad henholdsvis, mens de forste tre led i ¢o og de forste 4 led i ¢4
stemmer overens med Taylorpolynomierne af anden og tredie grad henholdsvis.
Generelt kan det vises, at leddene i ¢,, til og med n’te orden udgor lgsningens
n’te Taylorpolynomium.

Ovelse 291 Find Picard-Lindeléf-approksimationerne for begyndelsesveerdiproblemet
vy =y, y(0)=1

Vis, at funktionsfolgen (¢,,),q kommer til at besti af Taylorpolynomierne for
losningen et (med udviklingspunkt 0). Arbejder vi derfor pd et bestemt begreenset
interval omkring t = 0, vil ¢,, (t) vere en god approksimation til losningen et,
ndr blot n er tilstrekkelig stor (afhengig af den acceptable maksimale fejl).

Et problem med den skitserede metode er abenbar. Den kreever ved hvert
trin bestemmelsen af en stamfunktion. Dette giver intet principielt problem i
eksemplet ovenfor, men regningerne bliver hurtigt uoverkommelige. Metoden
kunne kombineres med en numerisk integrationsmetode som Simpsons metode.

Picard-Lindelsf-approksimationerne forte i gvelsen til Taylorpolynomierne
for Igsningen. Dette gaelder som set i eksemplet ikke generelt, men dog naesten.
Taylorpolynomierne kan imidlertid findes direkte udfra differentialligningen pa
fglgende made:

7.4.2 Taylorraekke-metoden

Udgangspunktet er
y=fty).,  y(t) =y

Heraf fglger, at lgsningen ¢ foruden ¢ (to) = yo ogsa opfylder ¢’ (o) = f (to, # (to)) =
f (to,vy0). Men s er det forste Taylorpolynomium for ¢ med udviklingspunkt to
kendt. Det er jo nemlig givet ved

Py (t) = ¢ (to) + ¢ (o) (t — to)

Differentiéres nu ligningen ¢’ (t) = f (¢, ¢ (t)) fas (i dette abstrakte tilfzelde, hvor
f ikke er kendt, ved brug af keedereglen for funktion af to variable)

¢" ()= fr(t, ¢ (1) + fy (1,0 (£) & ()
Dermed er ¢ (t9) kendt. Altsa har vi bestemt det 2.Taylorpolynomium

Pa (t) = 0 (t0) + & (t0) (¢~ to) + 50 (t0) ¢ — t0)’
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Fornyet differentiation giver det tredie Taylorpolynomium o.s.v. Regningerne
bliver dog normalt temmeligt besvaerlige ret hurtigt. Vi giver et eksempel.

Eksempel 292 Betragt begyndelsesverdiproblemet
y=t+y’,  y(0)=1

Differentialligningen er iguvrigt en Ricatti-ligning. Kald lgsningen ¢. Sa ses af
differentialligningen, at ¢' (0) = 02 + 12 = 1. Ved differentiation af differential-
ligningen fas
¢ (t) =2t + 26 (t) &' (t)
sdledes at ¢ (0) = 2. Gentagen differentiation giver
¢ (8) = 2+2¢' (1) + 26 (1) " (1)

sa ¢'" (0) = 8. Differentiation endnu engang

oW (1) = 64’ (t) ¢" () + 20 (t) ¢ (t)

sa (/)(4) (0) = 28. Hermed har vi fundet losningens fjerde Taylorpolynomium, som
er

Pit) = 6(0)+6 (0)t+ 56" O)F + 36" 0+ 76 ()¢

1 1 1 4 7
= 1+t+=-22+ =83+ =28t" =1+t+t>+ =t + =t*
+i4 520+ 8 4 4 St 4o

Avelse 293 Find det tredie Taylorpolynomium for lgsningen til begyndelsesverdiprob-

lemet
Yy =t+cosy, y(0)=0

Begge de anforte metoder til bestemmelse af approksimationer til lgsningen
af et givet begyndelsesveerdiproblem lider under beregningsmaessige problemer.
Vi skal nu betragte en helt anden type metoder. Vi indleder med en metode
kaldet Eulers metode.

7.4.3 Eulers metode

Vi gnsker som ovenfor at finde en tilngermet (med et finere ord: approksimativ)
lgsning af begyndelsesveerdiproblemet

Y fu@),  ulto) = uo
At dette overhovedet er interessant skyldes som nzevnt, at man for mange differ-
entialligninger ikke kan udtrykke lgsningerne med det forhdndenveerende reper-
toire af funktioner. En tilnsermet eller approksimativ lgsning betegnes ofte som
en numerisk lgsning, nar resultatet ikke er givet ved en formel, men forelig-
ger som en tabel af konkrete talveerdier eller som en procedure, der for enhver
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given konkret talveerdi af ¢ kan beregne y (t). Som brugt her har ordet numerisk
intet at ggre med brugen i udtrykket numerisk verdi af et tal, som i |z|. Eulers
metode er en numerisk metode.

Eulers metode er opkaldt efter den schweitziske matematiker Leonhard Euler
(1707-83), der maske er den mest produktive matematiker, der nogensinde har
levet. Dette skal man dog ikke lade sig skreemme af. Metoden er ganske simpel.

Vi begynder i det opgivne punkt (tg, o). Losningens tangentheeldning til
t =to er y'(to) = f(to,yo). Gar vi derfor et lille skridt af leengden h til hgjre, er
den nye eksakte y-veerdi teet pa den y-veerdi, vi far ved at ga langs tangenten.
Gar vi langs tangenten far vi y-veerdien

y1 = Yo + hf(to,y0)

Den tilsvarende t-veerdi er
ti1=to+h

Vi star nu i punktet (¢1,y1). Dette punkt ligger formodentlig lidt ved siden
af det korrekte punkt, men er det bedste vi har. I dette punkt er Igsningens
heeldning v’ (¢1) = f(t1,y1). Vi gar langs den nye tangent et t-skridt pa h, og
finder da y-veerdien

Y2 = y1 + hf(ti,y1)

svarende til t-veerdien
to=t1 +h

Saledes fortsezettes. Vi finder en raekke punkter

(thyO) ) (tlayl) 9 (t23y2) JEXED) (tnayn) 5 ey

der heenger sammen pa fglgende made

Yn+t1 = Yn + hf(tna yn)
tny1 =1Tn + h

forn=0,1,2,3,...

Det kan vises, at den fejl, der begas ved et enkelt skridt er ca. proportional
med h2. Den totale fejl ved beregningen af y(b), hvor b er sluttids-punktet,
bliver hermed omtrent proportional med h = h'. Derfor kaldes Eulers metode
en fgrsteordensmetode.

Eksempel 294 Som eksempel tager vi begyndelsesvardiproblemet

dy _ 42 2
o =t +ty

y(0) =1

Vi tager h = 0.1. Vi har abenbart to = 0,yo = 1 og f(t,y) = t2+y>. Sd vi finder
forst

y1 = yo+hf(to,yo) =1+0.1-£(0,1) =1.1
t1 = to+h=0.1
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Dernest finder vi

vs = g+ hf(tyn) = L1+ 0.1- £(0.1,1.1) = 1.222
ta = t1+h=02

Gas et skridt mere, finder vi

ys = yo+ hf(ta,ys) = 1.222+0.1- £(0.2,1.222) = 1.3753
t3 = to+h=03

Hermed har vi tabellen

t]0]01]0.2 |03
y| 1] 1.1] 1.222 | 1.3753

Huvis vi halverer skridtlengden, d.v.s. tager h = 0.05, sa fas tabellen

tfo0]01 |02 |03
y | 1| 1.105 | 1.236 | 1.404

hvor vi kun har medtaget y-verdier svarende til samme t-verdier som for.

Halveres igen (h = 0.025) fas:

t10] 01 0.2 0.3
y | 1] 1.1082 | 1.2441 | 1.4207

I dette eksempel kan den eksakte lgsning findes, idet den kan udtrykkes ved
sakaldte Besselfunktioner. Men indeholder éns repertoire af funktioner ikke Bes-
selfunktionerne, sa kan den eksakte lgsning ikke angives. Maple kender Bessel-
funktionerne og kan finde den eksakte lgsning. Den ser kompliceret ud, men
losningen giver folgende tabel (med 5 betydende cifre):

t10] 01 0.2 0.3
y | 0] 1.1115 | 1.2530 | 1.4397

Eksempel 295 Vi prover at anvende Eulers metode pa begyndelsesverdiprob-
lemet

y'=g@), ylt)=
hvilket jo blot betyder bestemmelsen af ft g (s)ds, altsd den stamfunktion til g,
der er 0 fort =to. Vi far med f (t,y) = g (t),yo =0 og skridtstorrelse h
v1i = Yo+ hf(to,y0) = hg(to)
y2 = yi+hf(t,mm) =y +hg(th)
ys = Y2+ hf(t2,y2) = y2 + hg(ta)

0.s.v. Her erty =tg+ h,to =t1 + h, o.s.v. Altsd findes

ys = Y2+ hg(ta) =y1+ hg(t1) + hg (t2)
= hg(to) + hg(t:) + hg (t2) = h(g(to) + g(t1) + g (t2))
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Vi ser, at metoden svarer til bestemmelse af det bestemte integral

tn
/ g(t)dt
to

ved anvendelse af middelsummer, hvor der hele tiden bruges venstre intervalende-
punkt. Da Fulers metode altsa kun giver en ret ringe numerisk integrations-
metode, ndr den anvendes pd dette problem, er det nerliggende at forsgge en
generalisering af de andre numeriske integrationsmetoder. Dén numeriske inte-
grationsmetode, der svarer til middelsummer, hvor midtpunktet benyttes, gener-
aliseres til den modificerede Eulermetode, og trapezmetoden generaliseres til den
sakaldte forbedrede Fuler-metode eller Heun’s metode. Simpsons integrationsme-
tode generaliseres til en fierdeordens Runge-Kutta-metode. Vi gennemgar disse
tre metoder.

7.4.4 Den modificerede Eulermetode

Vi skal finde en approksimation til lgsningen til begyndelsesvaerdiproblemet

v =Ffty), yto)=uwo
Saet
ki = hf(to,vo0)
ks = hf(to+ <h,yo + —k
2 = 0 D) » Y0 D) 1
y1 = Yo+ ke
ti1 = to+h

Nu star vi i punktet (t1,y1). Herefter gentages proceduren, idet (¢, yo) erstattes
af (t1,y1). Fortseet pa denne made. Hermed fas en raekke punkter

(t07y0) 9 (tlayl) ) (t27y2) PR (tn,yn) PR

der forventes at ligge teet pa grafen for lgsningen, nar blot skridtleengden h er
lille. Det kan vises, at den fejl, der begas ved et enkelt skridt er ca. proportional
med h3. Den totale fejl ved beregningen af y (b), hvor b er sluttidspunktet, bliver
hermed omtrent proportional med h2. Derfor kaldes metoden en andenordens
metode. Metoden kaldes i Schaum’s Mathematical Handbook for Mid-point rule.
Maple kalder den impoly, en forkortelse af improved polygon method.

Dvelse 296 Vis, at hvis man anvender den modificerede Fulermetode pé begyndelsesverdi-
problemet

Y =g(), y(e)=0

sa fas midtpunktsformlen for numerisk integration.
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7.4.5 Heun’s metode

Metoden gar tilbage til K.Heun (1900) og kaldes ogsé for den forbedrede Euler-
metode. Vi skal finde en approksimation til lgsningen til begyndelsesvaerdiprob-
lemet

v =fty), yt) =20
Saet
ki = hf(to,vo0)
ke = hf(to+h,yo+ k1)
1
i = Yo+ 5 (k1 + ko)
ti, = to+ h

Nu star vi i punktet (t1,y1). Herefter gentages proceduren, idet (¢, yo) erstattes
af (t1,y1). Fortseet pa denne made. Hermed fas en raekke punkter

(thyO) ) (tlayl) ) (t27y2) ey (tnay’n) g e

der forventes at ligge teet pa grafen for lgsningen, nar blot skridtleengden h er
lille. Det kan vises, at den fejl, der begas ved et enkelt skridt er ca. proportional
med h3. Den totale fejl ved beregningen af y (b), hvor b er sluttidspunktet, bliver
hermed omtrent proportional med h2. Derfor kaldes metoden en andenordens
metode. Maple kalder denne metode heunform (for Heun formula) eller rk2 (2.
ordens Runge-Kutta).

QDvelse 297 Vis, at hvis man anvender Heun’s metode pd begyndelsesverdi-
problemet

Y =g(t), y(o)=0

sa fas trapezformlen for numerisk integration.

7.4.6 En fjerdeordens Runge-Kutta-metode

Metoden skyldes C.Runge (1856-1927) og M.Kutta (1867-1944). Vi skal finde
en approksimation til lgsningen til begyndelsesvaerdiproblemet

y/ - f(tay)a y(tO) =Y
St
ky = hf(to,yo)
ks = hf(to+ Shyo + —k
2 = 0 D) » Yo D) 1
1 1
k3 = hf (t0+§h,yo+§k2>

ky = hf(to+h,yo+ks3)
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Definér nu

1
Y1 = Yo+ 6 (kl + 2ko + 2k3 + k4)
t1 = to+h

Nu stéar vi i punktet (¢1,y1). Herefter gentages proceduren, idet (¢g,yo) erstattes
af (t1,y1). Fortseet pa denne made. Hermed fas en raekke punkter

(t07y0) 3 (tlayl) ) (t27y2) ey (tnayn) PRI

der forventes at ligge taet pa grafen for lgsningen, nar blot skridtleengden h er
lille. Det kan vises, at den fejl, der begas ved et enkelt skridt er ca. proportional
med h5. Den totale fejl ved beregningen af y (b), hvor b er sluttidspunktet, bliver
hermed omtrent proportional med h*. Derfor kaldes metoden en fjerdeordens
metode.

Ovelse 298 Vis, at hvis man anvender den angivne Runge-Kutta-metode pd
begyndelsesverdiproblemet

y'=g(), y(t)=0
sa fas Simpsons formel for numerisk integration.

Vi har her naevnt 6 metoder til approksimativ lgsning af fgrsteordens dif-
ferentialligninger. Der er imidlertid mange flere. Endvidere er der alskens sma
forbedringer af de naevnte metoder. Eksempelvis kan det vaere en god idé at sen-
dre skridtleengde afthzengig af en lgbende kontrol af beregningernes ngjagtighed.
Denne kan kontrolleres ved en beregning af y; gjort bade med ét skridt med en
lengde pa h og med to skridt hver med leengde %



Kapitel 8

Generelle
Differentialligninger af
Hgjere Orden

En differentialligning af fgrste orden indeholder den fgrste afledede af den ubek-
endte funktion ( y’ ), evt. denne selv ( y ) samt evt. den uafhaengige variable
( t). Vi har forudsat, at ligningen altid kunne skrives pa formen ¢’ = f (¢,y),
altsd at o’ altid kunne isoleres i den ligning, der knytter ¢,y og t sammen. Vi
vil sige, at differentialligningen er skrevet pa normalform.

En differentialligning af anden orden indeholder den anden afledede ( y” )
af den ubekendte funktion, evt. den forste afledede ( ¢’ ), evt. funktionen selv
(y ) samt evt. den uathzengige variable ( ¢ ). Vi forudsaetter, at ligningen kan

skrives pa formen
y'=fty.y) (*)

altsd at y” kan isoleres i den ligning, der knytter y”,vy’,y og t sammen. Vi vil
igen sige, at differentialligningen er skrevet pa normalform.

For en differentialligning af formen (*) findes eksistens og entydighedssaet-
ninger helt parallelle med Peano’s sztning og Picard-Lindelsf’s szetning for
fgrsteordens differentialligninger. Faktisk er beviserne ogsa helt parallelle. Grun-
den er den, at en hgjere ordens differentialligning kan skrives som et system af
forsteordens differentialligninger. Vi viser dette for (*). Seet =1 () = y (t) og
zo (t) = ¢’ (¢). S& har vi &benbart, at zj0g x2 opfylder folgende system af to
fgrsteordens differentialligninger

¥y = x9
xy = f(t,x1,32)

Dette system kan skrives pa vektorform pa fglgende méade. Seet z (t) = (z1 (¢) , 22 (t))
og F (t,z) = (z2, f (t,z1,22)). S& kan systemet skrives

¥ =F(t,x) (*vektor)

109
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Er der givet folgende begyndelsesbetingelser for (*): y (t0) = yo og ¥’ (to) = po,
s& bliver de til begyndelsesbetingelsen z (t9) = (yo, po) for systemet (*vektor).
Ligningen (*) med begyndelsesbetingelser har nu faet en form, der ggr, at ek-
sempelvis Picard-Lindelof’s seetning med bevis kan overtages naesten uden sen-
dringer. Vi ngjes med at formulere fglgende resultat:

Satning 299 Lad D vere en dben delmaengde af R3. Lad f vere en kontinuert
funktion defineret pé D, og antag, at f (t,y,p) har en kontinuert afledet m.h.t.
y ogp i D. Lad (to,y0,po) € D. Sd har begyndelsesverdiproblemet y (tg) = yo og
y' (to) = po, for differentialligningen y"” = f (t,y,y’) netop én maksimal lgsning.

Bemaerkning 300 Setningen har naturligvis en version for differentialligninger
af tredie og hgjere orden.

Ovelse 301 Omskriv differentialligningen y" + 2y"” + 3y’ + 4y = sint til et
system af tre forsteordens differentialligninger.

Eksempel 302 Betragt et matematisk pendul med masse m og lengde l. Betegn

med 6 den vinkel, som pendulet danner med lodlinien. 6 mdles i radianer. Af

Newtons anden lov fis

d? (10)
dg*

hvor g betegner tyngdeaccelerationen. Heraf findes

m = —mgsinf

0" = —% sin 0

Lad os antage, at positionen er kendt pd et tidspunkt, hvor vinkelhastigheden er
nul. Vi nulstiller vores ur, sa dette sker til t = 0. Altsa 6 (0) = g, 0’ (0) =0
er vores begyndelsesbetingelser. Af nemheds skyld setter vi k = \/? . Vi skal
dermed lgse folgende begyndelsesvardiproblem

0" = —k%siné, 6(0) = 60,6 (0) =0 ((**)

Dette problem behandles i elementere fremstillinger (som denne) oftest ved en
indskrenkning til sma udsving af pendulet. Nar nemlig 6 er lille numerisk set, sd
er forskellen mellem sin @ og 0 ubetydelig (forhdbentlig). Begyndelsesverdiprob-
lemet (**) erstattes dermed af folgende begyndelsesverdiproblem:

0" = —k?0, 6 (0) = 00,6’ (0) =0 ((**1in))

Dette problem er f.eks. lost i gymnasielereboger (se ogsi senere). Laosningen
er 0 (t) = g cos (kt). Hvis denne approksimation er tilladelig, ses at pendulbe-
veegelsen bliver periodisk med periode Ty = 27”

Vi skal nu vise, hvordan man ved et simpelt trick, kan forvandle (**) til
et begyndelsesverdiproblem for en forsteordens differentialligning. Multiplicéres

differentialligningen i (**) med 20 fas

20'0" = —2k20" sin @
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Denne ligning er dbenbart ekvivalent med (**) pa ethvert interval, hvor §' #
0. Da venstre side i ligningen er lig med % (9/2) og hgjre side er lig med
% (2k2 cos 9), fas dermed

0"? = 2k cos 0 + C

hvor konstanten C bestemmes af begyndelsesbetingelserne 0 (0) = 6,6’ (0) = 0,
til C = —2k? cos . Altsa fas

0”2 = 2k2 cos ) — 2k2 cos 0o ()

Denne ligning udtrykker, at den totale mekaniske energi er bevaret under bevagelsen.
Den totale mekaniske energi er nemlig summen af den kinetiske energi %m (l9/)2
og den potentielle energi, som er mgl (cos@ — 1), ndr den settes til 0 i den lo-
drette position for pendulet. Differentialligningen (***) er ikke pd normalform.
Bemerk forst, at det folger af (***), at cos — cos by > 0, hvilket fysisk set blot
betyder, at pendulet ikke kommer hgjere op end svarende til udgangspositionen.

Af (**%) fas sd
0" = +k\/2cosf — 2cos by ((***n))

altsa to udtryk i stedet for ét. Vi ma imidlertid forvente, at skulle skifte mellem
de to: Hvis 0’ (t) > 0, nar pendulet svinger den ene vej, ma 6’ (t) < 0, nar det
svinger tilbage. Vi betragter pendulet fra en start med 6 (0) = 0y € ]—%, 0[. Sa
folger af (**), at 8" (0) = —k?sinfy > 0. Da §' (0) = 0, fas at 6’ (t) > 0 pd et
interval I = )0,t1[. Pd dette interval skal vi altsd bruge fortegnet '+’ i (**¥n).
Vi har altsa nu begyndelsesverdiproblemet

0 = k\/2cosf — 2 cos b, 6 (0) = 6o

Dette begyndelsesverdiproblemet har en konstant lgsning, nemlig 0 (t) = g for
alle t. Men som vi lige har set, er denne lgsning ikke logsning til (**). Husk, at
ligningerne (**) og (***) kun er @kvivalente pd intervaller, hvor §' # 0. Vores
nye begyndelsesverdiproblem har heldiguis ogsa andre lgsninger. Differentialligningen
er separabel. Ved separation med pafolgende integration over tiden fra 0 til t fas

0(t) do
9, /2cosp —2cosfy

Nu begynder det at blive svert! Vi vil jo gerne udtrykke 0 (t) ved t. Her far vi
imidlertid brug for kendskab til elliptiske integraler, sd vi ngjes med at give en

formel for pendulets svingningstid T'. Vinklen 6 = 0 svarer nemlig til tiden %T.

Altsa har vi, idet vi erindrer, at k = \/%:

kt

0
T=4 i dé
g Jo, vV2cosp — 2cosby

Integralet kan udregnes numerisk. Det kan ogsd omskrives til et fuldstendigt
elliptisk integral af forste art, sdledes

[V

du

l
T=4 —/ -
9Jo +/1—msin’u
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hvor m = sin® %l. Denne version har den fordel, at den er velstuderet, se f.eks.

Schaum under Elliptic Functions, Complete Elliptic Integral of the First Kind.

I eksempel ovenfor er brugt et trick, der med fordel kan bruges pa andenor-
dens differentialligninger af typen

Idéen er som vist i eksemplet den, at multiplicere ligningen med 2y’ (¢),

dt
stamfunktion til g. Hermed har vi faet et sdkaldt forste integral til ¥ = g (v),
nemlig fundet, at

hvorefter venstre side er 4 (y’ (t)2) og hgjre side er 24£G(y (t)), nar G er en

v (1) —2G (y) =C

hvor C er en arbitrzer konstant.
Dvelse 303 Find lgsningen til begyndelsesverdiproblemet
y' =2 +2,  y(0)=0y'(0)=1
En anden klasse af andenordens differentialligninger, der kan lgses ved re-
duktion til en fgrsteordensligning er folgende type
y'=g(ty)

Det bemaerkelsesvaerdige er, at den ubekendte funktion y kun er repraesenteret
ved sine afledede y’ og y”. Losningsmetoden er simpel: Seet x (1) =y’ (¢), s& fas
' = g (t,z), der jo er en forsteordensdifferentialligning. Nar z (¢) er bestemt,
kan y (t) derefter bestemmes som en stamfunktion til z (¢).

Eksempel 304 Vi vil bestemme den fuldstendige lgsning til differentialligningen

Setx =1y, sd fasx' = x>+1, der kan separeres. Vi finder arctan x = t+cy, hvor
c1 er en vilkarlig konstant. Altsa x (t) = tan (t + ¢1). Heraf findes ved ubestemt
integration y (t) = —In|cos (t + ¢1)| + c2, hvor ¢1 og ca er vilkirlige konstanter.
De maksimale lgsningers definitionsintervaller er begrenset af to pd hinanden
folgende nulpunkter for cos (t + c1).

8.1 Numerisk lgsning af hgjere ordens differen-
tialligninger

Begyndelsesvaerdiproblemet

' =f(ty.y),  y(to) =wvoy (to) = po
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lgses numerisk ved den omskrivning til et system af to fgrsteordens differential-
ligninger, som tidligere er beskrevet. Vi skal beskrive en Runge-Kutta-metode
af fjerde orden for et system af to forsteordensdifferentialligninger. Den er en
umiddelbar generalisation af den tilsvarende metode for én forsteordens differ-
entialligning, og den udvides let til n fgrste ordens systemer med n ubekendte
funktioner.

Vi skal finde en approksimation til lgsningen til begyndelsesvaerdiproblemet

= f(tzy)

y = g(tz,y)

med z (to) = xo 0g y (to) = yo. Seet

k1 = hf(to, o0, v0) I1 = hg(to, o, %0)
ke =hf t0+lh,$o+%k1,yo+ll1 la = hg t0+lh,$o+%k17yo+%ll
k3 = hf (to + 5h,z0 + 5k2,y0 + 5l2) 13 = hg (to + 5h,z0 + 5k2,y0 + 512
ky = hf (to + h,zo + k3,90 + [3) l4 = hg (to + h,xo + k3,y0 + I3)
Definér nu
1
A — x0+6(k1+2k2+2k3+k4)
1
Y1 = y0+g(l1+212+2l3+l4)
t1 = to+h

Nu star vi i punktet (¢1,x1,y1). Herefter gentages proceduren, idet (to,zo,yo)
erstattes af (t1,x1,y1). Fortseet pa denne made. Hermed fas en raekke punkter
(to,zo,y0) s (t1,21,91) , (t2,22,92) - -« s (tn, Tny Yn) , - - ., der forventes at ligge teet
pa banekurven for lgsningen, nar blot skridtleengden h er lille. Det kan vises, at
den fejl, der begas ved et enkelt skridt er ca. proportional med h°. Den totale
fejl ved beregningen af (z (b),y (b)), hvor b er sluttidspunktet, bliver hermed
omtrent proportional med h*. Derfor kaldes metoden en fjerdeordens metode.

8.2 Randvaerdiproblemer

For differentialligninger af fgrste orden optreeder der normalt ved bestemmelse
af den fuldsteendige lgsning én arbitreer konstant. Svarende hertil vil lgsningen
normalt vezere entydigt bestemt ved én begyndelsesbetingelse. For differential-
ligninger af anden orden har vi ovenfor set, at man ma stille begyndelsesbe-
tingelser bade for funktionen og dens forste afledede. Man kommer imidler-
tid ud for situationer, hvor det er mere naturligt, at stille betingelser for den
ubekendte funktions veerdier i de to endepunkter for et vist interval, eller for
vaerdierne for den ubekendte funktions afledede. Man taler om et randveerdi-
problem for differentialligningen. Vi giver kun et meget simpelt eksempel, men
det viser, at der er en afggrende forskel mellem randvserdiproblemer og begyn-
delsesvaerdiproblemer.
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Eksempel 305 Betragt differentialligningen
y// + )\y — 0 (*)

hvor A € R. Vi vil finde samtlige losninger til (*), der ogsd opfylder randverdi-
betingelserne

Vi inddeler undersagelsen i tre dele.

1. X < 0. Vi setter k = /=\. Den fuldstendige lgsning til (*) er givet
ved y (t) = a=* + be*t, hvor a,b € R. Indsettest = 0 og t = 7, fds
ligningssystemet a +b = 0 og ae *™ + bek™ = 0, hvis eneste losning er
a=0b=0. Altsd har (*) med randverdierne y(0) =0 og y(7) = 0 kun den
trivielle lgsning, nullgsningen.

2. X = 0. Den fuldstendige lgsning til (*) er givet ved y(t) = at + b, hvor
a,b € R. Indseettest = 0 ogt = w, fasa = b = 0. Som i tilfelde 1 har
randverdiproblemet kun nullgsningen.

8.\ > 0. Vi setter k = V. Den fuldstendige losning til (*) er givet ved
y(t) = acoskt + bsinkt, hvor a,b € R. Indsettes t = 0, fis a = 0.
Indsettes t = w, fas bsin km = 0. Hvis sin kmw # 0, har randverdiproblemet
kun nullgsningen ligesom i tilfelde 1 og 2. Men hvis sin km = 0, d.v.s. hvis
X = k2 for et k € N, ser vi, at randverdiproblemet har folgende lgsninger

y (t) = bsin kt, be R

Avelse 306 Lys for ethvert A € R folgende randverdiproblem for differentiallig-
ningen (*):

y(0) = 0
y'(r) = 0

I modseetning til randveerdiproblemerne i eksemplet og i gvelsen ovenfor har
begyndelsesvaerdiproblemet for (*) med y (0) = 3’ (0) = 0 kun den trivielle
lgsning, nullgsningen, og det uanset veerdien af A i (*).

Randveerdiproblemer for ordingere differentialligninger som (*) optraeder ved
Igsningen af randveerdiproblemer for partielle differentialligninger, f.eks. ved lgs-
ningen af varmeledningsligningen

ou &%u

at 92

hvor u = w (z,t) betegner temperaturen i punktet z pa en stang til tiden ¢, og
hvor k er en positiv konstant, der afhaenger af det materiale stangen er lavet af.
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Hvis enderne af stangen ( = 0 og = L) holdes pa temperaturen 0 for alle
t > 0, har vi randveerdibetingelserne « (0,t) = 0 og u (L,t) =0 alle ¢t > 0.
Bolgeligningen er et andet eksempel:
0%u 0%u

2 Fam

Her betegner u = u (x,t) udsvinget i punktet = af en svingende streng til tiden
t. Igen er k er en positiv konstant. Strengens endepunkter teenkes fastgjort,
hvormed vi har randveerdibetingelserne w (0,t) = u (L, t) = 0 for alle ¢t > 0.

Randveerdiproblemet for disse partielle differentialligninger bliver ved ansat-
sen u (x,t) = w(z)v () til et randveerdiproblem for den ordingere differential-
ligning w” + Aw = 0, der blev behandlet ovenfor.
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Kapitel 9

Lineare
Differentialligninger af 2.
Orden

Saetning 307 FEksistens- og entydighedssaetning for lineere differen-
tialligninger. Betragt en differentialligning af formen

a(t)y" +bt)y +ec(t)y=q(t) )

hvor vi antager, at koefficienterne a,b, c, samt hgjresiden q er kontinuerte funk-
tioner defineret pa et interval I. Antag, at den ledende koefficient a er forskellig
fra nul pa hele intervallet I. Betragt ogsa folgende begyndelsesbetingelser

y (to) = yo,y' (to) = 1

hvor tg € 1. Sa har begyndelsesverdiproblemet bestiende af differentialligningen
og begyndelsesbetingelserne praecis én maksimal lgsning, og denne er defineret
pa hele intervallet I.

Vi giver ikke noget bevis for ssetningen, men vi benytter den i stort omfang
i det fglgende.
9.1 Homogene Linezere differentialligninger

Ved en homogen lineger differentialligning forstas en lineser differentialligning, i
hvilken hgjresiden ¢(t) i ligning (*) er nul for alle ¢ € I, altsa ser ud som fglger:

al®)y"+bt)y +ct)y=0 (*hom)

hvor vi igen antager, at koefficientfunktionerne a, b, og ¢ er kontinuerte pa in-
tervallet I, og hvor den ledende koefficient a (t) ikke er nul for noget ¢ € I.
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Seetning 308 Lad ¢, og ¢y vere losninger til den homogene ligning (*hom) pd
intervallet I, og lad ¢1 og ca veere konstanter. Sa er linearkombinationen

¢ (1) = c101 (t) + cas (t)

0gsd en lgsning til (*hom) pa I.
Bewvis. Da ¢, og ¢y er logsninger, har vi for allet € I,

a®)p] (&) +b(t) 1 () +c)py (t) = O
a(t)py (t)+b(t)ph(t)+c(t)pa(t) = O

Udnyttes, at ¢' (t) = c1¢} (t) + cady (t), og at ¢” (t) = c1 (t) + cadpy (t), sd fas
a(t)¢” (t) +b(t) ¢ (t) +c(t ) (t)
= a(t) (c1¢] (t) +capy (1)) +b(t) (c16 (t) + cags () + ¢ (t) (ca¢py (t) + cagy (1))
)

+
c1 (a(t) @Y (t) +b(t) @) (t) + e () ¢ (1)) + 2 (a(t) ¢ (t) + b () P () + c(t) o (t))
¢10+c0=0

hvilket jo betyder, at ¢ er lgsning til (*hom). m

Definition 309 Ved Wronski-determinanten for to differentiable funktioner f
og g defineret pa et interval I, forstis determinanten

| f g
W_f’g’

Wronskideterminanten er abenbart en funktion defineret pa I.

=fd—fg

Saetning 310 Betragt den homogene lineere differentialligning

a®)y" +b)y +ct)y=0

Antag, at koefficienterne a, b, c er kontinuerte funktioner defineret pa et interval
I. Antag, at den ledende koefficient a er forskellig fra nul pa hele intervallet I.
Lad ¢y og ¢y veere logsninger. Sa gelder, at Wronski-determinanten W (t) for
losningerne ¢ og ¢o opfylder differentialligningen

a(@)W' @) +bt)W (t) =0

pa intervallet I . W er altsd givet ved

tb
W (t) = K exp (—/ () ds)
to a (S)
hvor to kan velges vilkarligt i I og K er en konstant (der afhenger af valget of
to).

Bemaerkning 311 Formlen for Wronskideterminanten kaldes Abels identitet
og skyldes nordmanden Niels Henrik Abel, 1802-1829.
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Korollar 312 Wronski-determinanten for lgsningerne er enten identisk lig med
nul © I eller aldrig lig med nul i I.

Saetning 313 Betragt den homogene lineere differentialligning
a(t)y’+b(@®)y +c(t)y=0

pa intervallet I og antag, at koefficienterne a,b, c er kontinuerte funktioner pd
I med a(t) #0 for allet € I. Sd gelder:

1. Der findes to lgsninger, hvis Wronskideterminant er forskellig fra nul pa
1.

2. Hvis ¢y og ¢y er losninger, hvis Wronskideterminant er forskellig fra nul
pa I, sa kan enhver anden lgsning ¢ skrives som en linearkombination af
losningerne ¢y og Py, d.v.s. P (t) = c1dq (t) + capy (t) for alle t € I for
passende valg af konstanterne ¢q og ca.

Bewis.

1. Lad tg € I vere et punkt, som vi holder fast i det folgende. Lad ¢,vere
den lgsning til den homogene differentialligning (*hom) (med n = 2), der
opfylder begyndelsesbetingelserne ¢, (to) = 1 og ¢} (to) = 0. Lad pyveere
den losning, der opfylder begyndelsesbetingelserne ¢q (tg) = 0 og ¢y (tg) =
1. Sddanne to lgsninger findes iflg. eksistens- og entydighedssetningen. Vi
viser, at de to lgsninger har Wronski-determinant W forskellig fra nul pa
I. Fort =ty er

| byt daltn) [ _[ 10|
wieo=| 316 S || o 1]-1#0

Hermed er forste del vist.

2. For at vise anden del antager vi, at ¢1 og Py er lgsninger med Wronskide-
terminant forskellig fra nul. Lad ¢ vere en tredie lgsning til (*hom). Vi
skal vise, at ¢ kan skrives som en linearkombination af ¢, og ¢. Betragt
ligningssystemet

c19y (to) + 292 (o) = & (o)
a1y (to) + cady (to) = &' (to)

hvor de ubekendte er (cq,cq). Ligningssystemets determinant er jo Wron-
skideterminanten. Da denne er forskellig fra nul, har systemet precis én
losning. Lad (c1,c2) vere denne lgsning. Vi viser, at funktionen f givet
ved f(t) = c1y (t) + capy () for alle t € I, faktisk er lig med ¢. Vi har
nemlig, at f (to) = ¢ (to) og f'(to) = ¢ (to). D.v.s. at f og ¢, der jo
begge er lpsninger til (*hom), opfylder de samme begyndelsesbetingelser i
to, men sd er de iflg. eksistens- og entydighedssatningen identiske. Hermed
er anden del af setningen vist.
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|
Eksempel 314 Vi vil finde den fuldstendige losning til differentialligningen
t2y" + 3ty +y =0

pd intervallet |0, 00|, idet det opgives, at to losninger ert~! ogt=1Int. Vi over-
lader til leseren at verificere ved indseettelse , at de to funktioner faktisk er
losninger til den givne homogene lineere differentialligning af anden orden. Vi
finder deres Wronski-determinant til

1 t—1lnt

-2 -2 :t_S
—t2 t2(1—1Int)

W (t) =

der jo ikke er nul pa det betragtede interval. Altsa er den fuldstendige losning til
differentialligningen givet vedy (t) = c1t ' +cat 1Int, hvor c; og ca er arbitrere
konstanter og t > 0.

Dvelse 315 Find den fuldstendige losning til differentialligningen
2y —t(t+2)y +(t+2)y=0
fort >0, idet det oplyses, at t og te' er losninger (eftervis igvrigt forst det!).

Vi viser nu en szetning, som vi far brug for ved lgsning af homogene linezere
differentialligninger med konstante koefficienter.

Seetning 316 Betragt igen den homogene differentialligning (*hom). Antag, at
koefficienterne er reelle. Sa gelder, at hvis ¢ er en kompleks lopsning til (*hom,),
sa er bade Re ¢ og Im ¢ lgsninger til samme ligning.

Bevis. Da ¢ er lgsning har vi

()" (£) +b(t) ¢ () +c(t) b (t) = 0

for alle t € I. Kompleks konjugér denne ligning. Sa fas, da koefficienterne er
reelle, at

a(t)d” (t) +b(t)¢' (t) +c(t)d(t) =0

Husk, at den kompleks konjugerede af en sum (produkt) er summen (produktet)
af de kompleks konjugerede. Men hvis ¢ (t) = u (t) + iv (t), sd har vi ¢’ (t) =
u' (t) + ' (t). Derfor har vi ogsd folgende

a()§ () +b(®)d () +ct)p(t) =0

Konklusionen er, at den kompleks konjugerede il ¢, altsa b, ogsd er losning til
(*hom). Men Re¢p = % (qﬁ—l—qﬁ) og Im¢ = % (qﬁ— qﬁ), sa iflg. Setning 8.2 er
Re ¢ og Im ¢ lgsninger til (*hom). m
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Eksempel 317 Differentialligningen
y'+2y +5y =0

har den komplekse losning ¢ (t) = e("1T20t = et (cos2t + isin2t). Dermed
er bade e~ cos2t og e~tsin 2t lgsninger til differentialligningen, idet denne jo
har reelle koefficienter. Vi udregner Wronski-determinanten for disse to reelle
losninger og far

e tcos2t e tsin 2t

=22
—e 7 (cos2t +2sin2t) e~"(2cos2t — sin 2t)

W () =

Da dette er forskelligt fra nul, er den fuldstendige lgsning til differentialligningen
dermed givet ved
y(t) = cre” " cos 2t + coe” " sin 2t

hvor ci0g co er wilkarlige reelle konstanter. Reelle konstanter som sagt, hvis
det er underforstaet, at vi kun accepterer reelle lgsninger i facit. Dette er nor-
malt tilfeldet, og det bor man regne med, med mindre naturligvis, at den givne
differentialligning har ikke-reelle koefficienter.

9.2 Den inhomogene linezre ligning

Vi vender nu tilbage til den generelle linesere differentialligning

a(t)y" +bt)y +c(t)y=q(t) (*)
Der galder fglgende simple, men vigtige resultat.

Saetning 318 1. Lad iy og 15 begge vare lgsninger til den inhomogene lign-
ing (*). S er ¢ = 1py — 1y en lgsning til den tilsvarende homogene ligning

a®)y" +bt)y +ct)y=0 (*hom)

2. Lad vy vere en lgsning til den inhomogene ligning (*) og ¢ en losning til
den tilsvarende homogene ligning (*hom). Sé er 1y = 1, + ¢ en lgsning
til den inhomogene ligning (*).

Bewvis.

1. Vi har givet, at
a@yi +oO) ¥y +ct)yYy = q(t)
a(t)¥s +bE) vy +e) vy = q(t)
Trekkes den nederste ligning fra den gverste fis
a(t) (V1 —v5) +b(t) (Vi —v5) +c(t) (g —vy) = q(t) —q(t) =0
altsa
a(t)¢" +b(t) ¢’ +c(t)p=0

hvilket vi skulle vise.
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2. Vi har givet at

|

_Q
—
o~~~
~

a(t) Py +b(t) ) +c(t) P,
a(t)e”" +b(t)¢ +c(t)p = 0

Heraf folger ved addition af de to ligninger
q(t) = q(t)+0=(a@®) P! +bE) P +c(t)r) + (a(t)d” +b(t) ¢ +c(t)p)

= a(t) (Y] + ") +b(t) (V1 +¢) +ct) (Y + )
= a(t)y +b(t) s+ c(t) by

som vi jo skulle vise.

P4 basis af denne seetning kan vi nu give en opskrift pa bestemmelsen af den
fuldsteendige lgsning til den inhomogene ligning (*).

1. Find den fuldsteendige lgsning til den homogene ligning (*hom). Denne
lgsning vil indeholde to arbitraere konstanter og er normalt skrevet som
en linearkombination af to specielle lgsninger til (*hom).

2. Find bare én lgsning til den inhomogene ligning (*). En siddan lgsning
kaldes en partikuleer lgsning til (*).

3. Opskriv den fuldsteendige lgsning til den inhomogene ligning (*) som sum-
men af den fundne partikuleere lgsning til (*) og den fuldsteendige lpsning
til den homogene ligning (*hom).

Eksempel 319 Vi bestemte i eksemplet ovenfor den fuldstendige lgsning til
differentialligningen
t2y// _|_ 3ty/ _|_y — 0
fort > 0. Vi fandt den til
| —1

y(t) =cit™ " +cot” " Int
c1,co € R. Betragt nu for t > 0 differentialligningen

t2y" + 3ty +y =18t + 1

Det er ikke urimeligt at gette pa, at et andengradspolynomium lgser ligningen.
Prover man sig frem, viser det sig, at funktionen y, (t) = 2t> + 1 er en (parti-
kuler) losning. Hermed er den fuldstendige losning givet ved

y(t) =22+ 1+ et ' +cot nt

hvor c1,co € R er arbitrere konstanter, og hvor definitionsintervallet er R .



Kapitel 10

Linezere
Differentialligninger med
Konstante Koeflicienter

10.1 Homogene linezre differentialligninger med

konstante koefficienter
Betragt nu differentialligningen
ay” + by’ + ey =0 (*)

hvor koefficienterne er konstanter (normalt reelle), og hvor a # 0. Vi indfgrer
en bekvem betegnelse for differentiationsoperatoren %. Vi vil skrive D i stedet

for % og D? for gTZQ. Dermed erstattes f.eks. % af Df. Hermed kan differential-
ligningen formuleres saledes

aD*y +bDy +cy =0

og endda ogsa saledes
(aD*+bD +c)y =0

hvor differentialoperatoren aD? + bD + ¢ anvendes pa den ubekendte funktion
y. Definér nu karakterpolynomiet p svarende til differentialligningen som poly-
nomiet

p(\) =ar +b)+c

Det bensevnes undertiden ogsa det karakteristiske polynomium. Nu kan differ-
entialligningen skrives meget kort pa fglgende made: Indszt operatoren D i
polynomiet p pa den variables plads, hermed fas ligningen p (D) y = 0. Her mé
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man erindre sig, at p(D) er en differentialoperator, den skal altsd sta til venstre
for y.

Vi vil nu finde den fuldsteendige lgsning til differentialligningen p (D)y = 0,
altsd til den givne differentialligning. Bemeaerk, at for alle A € C' (ikke kun reelle
A), geelder

DM — %ekt — \eM
D% = D (De*) =D (Ae™) = ADeM = \?eM

Generelt findes D¥e? = Mfe . Hermed har vi ogsa folgende meget smukke
resultat:

p(D)e =p(A) et
for alle t € R. Af denne formel fremgar, at

p(D)eM =0<=p(\)eM=0

Da e # 0 for alle veerdier af t og A, ser vi altsa, at y = e er Igsning til

differentialligningen (*), hvis og kun hvis A er rod i karakterpolynomiet, altsa
hvis og kun hvis p (\) = 0. Ligningen p (1) = 0 kaldes karakterligningen.

Eksempel 320 Betragt differentialligningen
Y +3y +2y=0
eller med operatorformuleringen:
(D*+3D+2)y=0
Karakterpolynomiet er altsd p (\) = N2+ 3)\ + 2, der har rodderne —2 og —1.
Hermed er e=2t og e~ lgsninger. Disse to lgsninger har Wronskideterminanten
—2t —t

€ e —3t

W= —2e 2 _et

der er forskellig fra nul. Derfor er den fuldstendige lgsning til differentiallig-

ningen givet ved
y(t) = cre”? 4 coe?

c1,c2 € Rt € R.
Den lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelserne y (0) =1 og 3y’ (0) = —3,
findes sdledes: Vi har
lzy(0)261+02

— coe™t har vi ogsé

-3 = y/ (0) = —201 — C2

og day' (t) = —2cie™ 2

Ved addering af disse to ligninger med de to ubekendte c¢i og co fis —cy = —2,
altsa c1 = 2. Herefter findes co = —1. Den sggte lgsning er da

y(t) =22 — et
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Eksempel 321 Betragt differentialligningen
y'+2y +5y =0

Karakterpolynomiet er p (\) = N+ 2\ + 5, der har rodderne —1 + 2i. D.v.s.
at vi har de komplekse lgsninger e(=1120t og e(=1=20t Vi 56 i forrige afsnit,
at vi udfra den forste af disse komplekse lgsninger kan finde den fuldstendige
reelle lgsning. Den anden af vore to komplekse lgsninger kunne vi behandle pd
samme made, men vi far intet nyt frem, idet vi jo allerede har den fuldstendige
losning. Vi fandt den fuldstendige lgsning til

y(t) = cre " cos 2t + coe” " sin 2t
C1,C2 € R,t € R.

For en andenordens homogen linezer differentialligning med konstante og
reelle koefficienter (det var en lang mundfuld!) har vi i disse to eksempler set
hovedtilfzeldene, idet et polynomium af anden grad med reelle koefficienter en-
ten har to forskellige reelle rgdder eller to imagingere rgdder, der er hinandens
kompleks konjugerede, eller lidt specielt: én reel dobbeltrod.

Saetning 322 Betragt differentialligningen
ay” +by +cy=0
hvor koefficienterne er reelle konstanter, og hvor a # 0.

1. Hvis karakterpolynomiet har to (forskellige) reelle rodder A1 og A2, er den
fuldstendige lgsning givet ved

At Aot

y(t) = cre™’ + cqe
hvor ¢1,¢co € R,t € R.

2. Hvis karakterpolynomiet har to ikke-reelle rodder, A\ = p +iv, med v # 0,
er den fuldstendige lgsning givet ved

y (t) = crel cos vt + cget’ sin vt
hvor c1,co € R,t € R.

3. Huis karakterpolynomiet har en reel dobbeltrod A, er den fuldstendige lps-
ning givet ved
y (t) = creM + cote

hvor ci,c2 € R,t € R.

Bevis. Beviset for de to fgrste pastande gar lige som i eksemplerne ovenfor
og overspringes derfor. Vi betragter dobbeltrodstilfaeldet. Lad A veere dobbeltrod
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i karakterpolynomiet aA? + bA + c. Vi skal forst vise, at y = te* er lgsning. Vi
findet 3/ = e + e, y” = 2Xe + A2teM. Ved indssettelse fas

a (2Ae)‘t + )\Qte)‘t) +b (eM + )\te)‘t) + cteM
te* (aX* + DA+ ¢) + e (2ha + b)

Men aA? 4+ bA+ ¢ = 0 fordi A er rod, og 2X\a+b = 0 fordi A er dobbeltrod. Altsa
er y = te™ lgsning. Losningerne e og te* har Wronskideterminant givet ved

e)\t te)\t oxt

W= e M et | T €

der jo er forskellig fra nul. Derfor er den fuldsteendige lgsning givet ved y (¢) =
creM + coteM hvor ¢1,c0 € R,t € R. m

Eksempel 323 Betragt differentialligningen
y'+4y' +4y =0

Karakterpolynomiet er p (A) = A2+4X+4 = (A + 2)°. Det har altsé dobbeltroden
—2. Den fuldstendige lgsning er derfor

y(t) = cite 2 4 coe 2!

hvor ci1,c0 € R,t € R.

Bemaerkning 324 Idéen med i dobbeltrodstilfeldet at gange et t pa den allerede
fundne lgsning eM kommer ikke ud af den bl luft. Betragt igen differentiallignin-
gen

y//+4y/+4y:0

med karakterpolynomium p(\) = X\* + 4\ +4 = (A + 2)2, med dobbeltroden —2.
Vi har altsa ihvertfald fundet én losning, nemlig e=2t.

Eksempel 325 Ligningen kan skrives (D + 2)2 y =0. Visetter 2= (D +2)y,
og far sa, at z opfylder (D +2)z = 0 altsd 2z’ + 2z = 0. Denne forste ordens
lineeere differentialligning kan vi let lose, vi finder z (t) = cre™2t, hvor ¢y er en
vilkarlig konstant. Vi skal derneest lose en ny lineer 1. ordens differentialligning,
nemlig (D +2)y = z = cre 2, altsa y' + 2y = cre 2. Ved hjelp af Panser-
formlen fas

y(t) = e 2 / eZere 2t dt + coe 2t = cite 2t + coe 2t

hvor ogsd ca er en wvilkarlig konstant. De to losninger e=2t og te=2* har Wron-

skideterminant
e*Qt t€72t

_2672t 67215 _ 2t672t

At

W =

der er forskellig fra nul. altsd ses det, at y (t) = cite™2' + coe™, c1,c0 € R, t €
R, faktisk er den fuldstendige lpsning til den oprindelige differentialligning.
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QDvelse 326 Los hver af folgende homogene differentialligninger
1. y' -2y — 63y =0
2.y +6y +25y=0
3. Ay +4y +y=0

Vi har nu set eksempler pa de tre forskellige tilfzelde, der optraeder ved
lgsning af en homogen ligning af anden orden. Hermed har vi lgftet fligen for
fglgende generelle seetning.

Saetning 327 Betragt den homogene differentialligning
any™ + an_ 1y 4.+ a1y +agy =0 (*)
med konstante, reelle koefficienter.

1. Hvis X er en reel rod i karakterpolynomiet og har multiplicitet k, sd er

e)‘t,te)‘t, thAt’ o ’tkflekt

hver for sig lgsning til (*).

2. Hvis A = p+iv (hvor u,v € R, v # 0) er rod i karakterpolynomiet med
multiplicitet k, sd er

et cos vt, et sin vt, te!! cos vt, tet! sin vt,

t2ett cosvt, t?e sinvt, . .., tF T el cos vt tF e sin vt
hver for sig lgsning til (*).

3. Den fuldstendige losning til (*) er linearkombinationen af det seet af
ialt n lgsninger, der fremkommer ved anvendelsen af (1) og (2) ovenfor
pa samtlige reelle rgdder og samtlige ikke-relle rodder med positiv imag-
inerdel.

Bewvis. Udelades. ®

Ovelse 328 Los folgende differentialligninger:
1 y" +8y=0
2. y© + 16y" + 64y = 0

Af hensyn til senere ggr vi her opmaerksom pa, hvilke funktioner det er,
der kan veere lgsninger til en homogen lineser differentialligning med konstante
koefficienter. Af referencehensyn formulerer vi det i en seetning.
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Seetning 329 En funktion f er lgsning til en (eller anden) homogen lineer
differentialligning med konstante koefficienter, hvis og kun hvis f har formen

m ot COS/Bt
Ft)=t"e { sin (5t

eller, hvis f er en linearkombination af sidanne led. Her er m et helt ikke-

negativt tal, o og 3 er reelle tal. Nar 3 =0 har vi f (t) = t™e™, idet cosinus-

faktoren giver 1. Huvis B = 0, sd er f losning til differentialligningen (D — a)m+1 Yy =

0 (differentialligning af (m + 1)’te orden). Hvis B # 0, si er f losning til dif-
m—+1

ferentialligningen ((D — a)2 + ﬂQ) y = 0 (differentialligning af (2m + 2)’te

orden med reelle koefficienter).

Definition 330 Huis f er en linearkombination af funktioner af typen ovenfor,
og hvis p (D) er en differentialoperator med konstante koefficienter, sdledes at
p(D) f =0, sd vil vi kalde p (D) en annihilerende operator for f.

)m+1

Vi ser af definitionen og af seetningen, at (D — « er en annihilerende op-

m~+1
erator for funktionen ¢ e*'. Endvidere er ((D —a)’+ 52) en annihilerende

operator for t™e®" cos Bt. (Vi bemzrker, at ogsa (D — (o +i8))™ " er en an-
nihilerende operator for denne funktion, men den har ikke reelle koefficienter).

Eksempel 331 En annihilerende operator for (3 +1t)e? er (D — 2)2 idet dif-
ferentialligningen
(D-2y=y" —dy' +4y=0

har €%t og te?* som lgsninger.

Eksempel 332 En annihilerende operator for (4 — t2) cos 5t+-6sin 5t er (D2 + 25)3
idet differentialligningen
(D*+25)°y =0

har karakterligning ()\2 —|—25)3 = 0 og saledes har +5t¢ som 3-dobbeltrgdder.
Dermed er cos 5t,sin 5t, t cos 5t, t sin 5t, t2 cos 5t, t? sin 5t hver for sig losning til

(D2 4 25)°y = 0.

10.2 Den inhomogene ligning. Ubestemte koef-
ficienters metode.

Ubestemte koefficienters metode kaldes ofte ogsa geettemetoden. Vi betragter in-
homogene linesere differentialligninger med konstante koefficienter, altsa ligninger
af formen

ay” + by’ +cy =q(t) (*inhom)

De hgjre sider ¢ (t), der betragtes, er funktioner, der er lgsninger til en eller an-
den homogen linesger differentialligning med konstante koefficienter. Vi betragter
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altsd ligninger, i hvilke ¢ (¢) har form som beskrevet i ssetningen ovenfor, ¢ er
altsa en linearkombination af led af fglgende form

_ m_at | cosfBt
q(t) =t"e { sin 3t

hvor m er hel og ikke-negativ og o, € R. Vi ggr specielt opmaerksom pa,
at en eller flere af «, 8 eller m kan vaere nul. Ubestemte kefficienters metode
(Geettemetoden) benyttes til at bestemme en partikulser lgsning til den inho-
mogene ligning, der med betegnelser fra tidligere kan skrives p (D)y = ¢, hvor
p er karakterpolynomiet for differentialligningen. Idéen i metoden er fglgende.
Lad h (D) veere en annihilerende operator for ¢, d.v.s. en differentialoperator,
sd h(D)q = 0. Rgdderne i polynomiet h () vil vi kalde annihilatorrgdderne.
For de betragtede hgjresider ¢ findes der en annihilerende operator. Anvend nu
h (D) pa begge sider af differentialligningen p (D)y = ¢. Herved fas

h(D)p(D)y =h(D)g=0

Vi ser, at y derfor samtidig med at lgse p(D)y = ¢ ogsa lgser den homo-
gene differentialligning h (D) p (D) y = 0. Men vi ved alt om, hvordan en sddan
skal lgses. Skriv sa lgsningen ned. Fjern de led, der lgser den homogene ligning
p(D)y = 0. En partikuleer lgsning til p (D) y = ¢ ma da have form som summen
af de resterende led. Denne sum af led med en eller flere ubestemte konstanter
udger nu vores ansats (vores "geet”) for en partikuleer lgsning y,. Konstanterne
bestemmes dernzest ved indsaettelse i den oprindelige ligning (*inhom)

Eksempel 333 Betragt differentialligningen
y" + 3y’ + 2y = 20te

hvis tilsvarende homogene ligning vi lgste i et eksempel ovenfor. Ligningen kan
skrives

(D+1)(D+2)y=q(t)

hvor q (t) = 20te® . Vi har, at h (D) = (D — 3)* er en annihilerende operator for
q, annihilatorrod er 3. Vi bemerker, at annihilatorroden er forskellig fra rod-
derne i karakterpolynomiet. Anvend nu (D — 3)2 pa begge sider af ovenstiende
ligning, sa fas

(D-3*(D+1)(D+2)y=(D-3)%q(t) =0
Lgsningerne til differentialligningen er altsd ogsd lgsninger til dem homogene
ligning
(D—3)°(D+1)(D+2)y=0

og har derfor formen

y(t) =cre '+ coe 2 4 e + cqtedt



130KAPITEL 10. LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIEN

De to forste led er lgsninger til den homogene ligning y" + 3y’ + 2y = 0. De
fiernes. Hermed er wvores ansats for en partikuler lgsning til den oprindelige
differentialligning:

yp (t) = Ae® + Bte® = (A + Bt) ™

Denne ansats indsettes nu i den oprindelige inhomogene ligning, hvorved vi
efter lidt regning far

(20A + 9B) €3 4 20Bte3" = 20te™

Da nu funktionerne €3t og te3! er lineert uafhangige folger, at 20A + 9B = 0
0og 20B = 20. Altsé B =1 og A = —%, d.v.s. en partikuler lgsning til den
inhomogene ligning er y, (t) = (t — 2—903 e3t. Den fuldstendige losning til den
givne ligning er derfor

9
Yy (t) = (t — 2—O> €3t + cle_t + 626_2t
hvor ¢y og co er arbitrere konstanter.
Eksempel 334 Betragt differentialligningen

y" + 4y + 4y = e 2t + 4t + 25 sint

Den tilsvarende homogene ligning blev lgst i et eksempel ovenfor. Den fuld-
stendige lgsning var

y(t) = cre 2t 4 cote 2, c1,¢2 € R

De tre inhomogene led behandler vi hver for sig, d.v.s. at vi finder en partikuler
losning for tre forskellige inhomogene ligninger. Disse tre partikulere lgsningers
sum vil sG vere en partikuler lgsning til den givne ligning. Vi splitter hgjre
side op, nar den bestar af led med forskellige annihilatorrgdder. Bemerk dog, at
imaginere rgdder altid kommer i par og ikke kan skilles, ndar der udelukkende
onskes reelle lgsninger til differentialligningen. Den givne ligning kan skrives

(D+2°y=q +q+ 3

En annihilerende operator for qi (t) = 4e 2% er D + 2, annihilatorrod er —2. Vi
anvender D + 2 pd ligningen (D + 2)2 y = q1. Herved fés

(D+2°y=(D+2)q1 =0
Denne homogene lignings fuldstendige losning er
y(t) = cre” 2 4 cote™?t 4 cxt?e™

De to forste led tilsammen udgor den fuldstendige lgsning til den homogene
ligning. Ansatsen for ligningen (D + 2)2 y = q1 er derfor y,1 (t) = ct?’e 2t. Ved
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indseettelse fas ¢ = 2, altsd yp1 (t) = 2t2e~2t. Dette var vort forste eksempel
pé resonans: At annihilatorroden er rod i karakterligningen. En annihilerende
operator for qa (t) = 4t er D%. Annihilatorrod er 0. Anvendes D? pd ligningen
(D+2)%y =q fis
D*>(D+2)%y=D%4=0
Denne homogene lignings fuldstendige lgsning er
y(t) = cre” 2 4 cote™? + 3 + cat

De to forste led tilsammen udgor den fuldstendige lgsning til dem homogene
ligning. Ansatsen for ligningen (D + 2)2 y = qo er derfor yyo (t) = a + bt. Ved
indseettelse fas a = —1 og b = 1, altsd yp2 (t) = —1+t. En annihilerende operator
for q3 (t) = 25sint er D? + 1. Annihilatorrgdder er +i. Anvendes D? + 1 pa
ligningen (D + 2)2 y = q1 fds

(D*+1)(D+2)%y = (D*+1) g3 =0
Denne homogene lignings fuldstendige lgsning er
y(t) = cre 2 4 eote 2t 4 c3cost + ey sint

De to forste led tilsammen udgor den fuldstendige lgsning til dem homogene
ligning. Ansatsen for ligningen (D + 2)2 y = q3 er derfor yp3 (t) = acost+bsint.
Ved indsettelse fis a = —4 og b = 3, altsd yp3 (t) = —4cost + 3sint. Summen
af Yp1,Yp2 09 Yp3 er nu en partikuler lgsning til den givne differentialligning.
Dennes fuldstendige lgsning er dermed

y(t) = 2% 2 — 14+t —4cost+3sint + cre 2t + cate %, c1,c2 € R

10.2.1 Opskrift pa ansats

Ved overvejelser som i de foregaende to eksempler fgres vi til folgende opskrift
pa en ansats til en partikuleer lgsning til den inhomogene ligning med konstante
koefficienter

any™ + an—1y™ ™V + .+ a1y’ + agy = q (t)
I skemaet betegner Qn, (t) et konkret polynomium af grad m. Med P, (t) og
R, (t) betegnes polynomier af grad m, hvor samtlige led forekommer (med
ubestemte koefficienter), altsa

Po(t) = Apt™+Ap ™ 4. 4 A
Rn(t) = Bmt™ + B, 1it™ ' 4...+ B
q(t) Qm () | Qm (t) e Qm (t) e cos Bt (eller sin [t)
ihi 1 m+1 2 NGE
Annihilator | D™* (D — ) ((D —a)"+4 )
A-rod 0 e atif
Ansats, yp | 5Py, (t) | t5Pn (t) e | t° [P, (t) € cos Bt + Ry, (t) € sin Bt]




132KAPITEL 10. LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIEN

Her skal s veelges som det mindste hele ikke-negative tal ( s =0,1,2,3...),
som sikrer, at intet led i ansatsen lgser den homogene ligning. Anderledes sagt:
s er multipliciteten af annihilatorroden (A-roden) i karakterpolynomiet. Hvis
A-roden er rod i karakterpolynomiet, vil vi sige, at der er resonans. Det er altsa
i resonanstilfeeldet, at der skal ganges en faktor t° pa den basale ansats. Hvis
A-roden ikke er rod i karakterpolynomiet, skal der ikke ganges noget pa den
basale ansats.

Bemsaerkning 335 Det giver ofte ferre regninger at opfatte hojresiderne q (t) =
Qm (t) e cos Bt 0g q (t) = Qm (t) e sin Bt som henholdsvis real- og imaginerde-
len af Qum (t) et Man finder si en partikuler (kompleks) losning til den
differentialligning, der har Q., (t) el som hajreside. Hertil bruges en ansats
som vist © skemaets anden linie, altsd

Yp (8) = ° (Amt™ + A 1t™ 1 4.+ Ag) el@ T

For at fa en partikuler lgsning til den oprindelige ligning tager man sd hen-
holdsvis real- eller imaginerdelen af den fundne komplekse partikulere lgsning.

Eksempel 336 Betragt differentialligningen
y" — 5y’ 4 6y = 20e "t cos 4t

Den fuldstendige lgsning til den tilsvarende homogene differentialligning er

y(t) = cre%t + coe®, c1,c0 € R

Da 20e~t cos 4t = Re (206(_1+4i)t) finder vi nu en partikuler lgsning til folgende
differentialligning:

y// _ 5y/ + 6y = 206(71+4i)t
Ansatsen for en partikuler losning til denne er y, (t) = Ae1H4t - fer vil A
vise sig at blive en ikke-reel konstant. Ved indsettelse af ansatsen finder vi

((_1 4 40)2 — 5 (=1 + 49) +6) Ae(—1H+4D)t _ o()p(—1+4i)t

Heraf fas
- —4-28i 10 10
Altsa er en partikuler lgsning til den komplekse ligning

1 7N\ (w
gy () = (‘E i 1—02> o1

Realdelen af denne komplekse lgsning er en partikuler lgsning til den oprindelige
ligning, og den er derfor givet ved

1 ; 1
Rey, (t) = Re ((—— + lz) e(1+4’)t> = —l—oe*t cos 4t — 1—706775 sin 4¢

A

Den fuldstendige lgsning til den oprindelige ligning er hermed

1 7
y(t) = —1—Oe_t cos 4t — l—oe_t sin4t + c1e? + o€, c1,c2 € R
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Ovelse 337 Find den fuldstendige lgsning til folgende differentialligninger:
1. y" — 16y = 3e?t
2. y" — 16y = 3et
3. y" — 16y = 64t> + 8
4. y" — 16y = 4sint
5. y" + 16y = 32sin 4t
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Kapitel 11

Ordensreduktion og
Parametervariation

Det er kun i saerlige tilfzelde muligt at finde et eksplicit analytisk udtryk for
lgsningerne til en given differentialligning. Vi har dog set, at for seerlige klasser
af differentialligninger kan dette altid lade sig ggre, nemlig f.eks. for linesere
differentialligninger med konstante koefficienter og med specielle hgjresider, som
beskrevet ovenfor. Undertiden kan man ved mere eller mindre velbegrundet
geetning (naturligvis efterfulgt af afprgvning) finde en eller flere lgsninger til den
homogene ligning. I s fald er man godt hjulpet af fglgende metoder.Vi beskriver
to metoder til bestemmelse af den fuldsteendige lgsning, under forudseetning af
kendskab til en eller flere lgsninger til den homogene ligning. Metoderne kan
benyttes for linesere differentialligninger af n’te orden. Vi ngjes med at betragte
det vigtigste tilfzelde, nemlig n = 2. Betragt altsa differentialligningen

a®)y" +o(t)y +c(t)y=q(t) *)

hvor vi forudseetter, at a (t) # 0 for alle ¢ € I, (et interval), og hvor vi, som
ovenfor, forudsaetter, at ¢ og koefficientfunktionerne, a, b og ¢ er kontinuerte pa
1.

11.1 Ordensreduktion

Antag, at y; er en lgsning til den homogene ligning svarende til (*). Szet den
ubekendte funktion lig med y; gange en ny ubekendt funktion v. Altsd y =
y1v. Nedenfor skal vi vise, hvordan v kan bestemmes, og dermed er altsa y
bestemt. Nar y;v indsaettes i stedet for y i (*), s& fremkommer der en del led,
der svarer til, at v overhovedet ikke er blevet differentieret, fordi differentiatio-
nerne allesammen er faldet pa y;. Disse led er de samme led, der ville komme,
hvis v var konstant. Deres sum mé derfor veere v (a () vy + b (¢) yi + ¢ (t) y1),
altsa lig nul, da y; er en lgsning til den homogene ligning. Med andre ord ved

135



136 KAPITEL 11. ORDENSREDUKTION OG PARAMETERVARIATION

indsaettelse af y = yyv fis en sum af led, der indeholder v’ og v”, men ikke v
selv. Dermed har vi opnaet en fgrsteordensdifferentialligning i den ubekendte
w = v'. Differentialligningens orden er blevet reduceret med 1, deraf metodens
navn.Vi viser metoden i et eksempel.

Eksempel 338 Betragt fort > 0 differentialligningen
Py =2ty + (P +2)y =1

Det oplyses, at yy (t) = tsint er lgsning til den tilsvarende homogene ligning.
(Kontrollér selv det). Set nu y (t) = v (t)tsint. Ved differentiation fés

y' (t) = V' (¢)tsint+ v (t) (sint+ tcost)

y' () = " (t)tsint+ 20" () (sint +tcost) + v (t) (2cost — tsint)
Ved indsettelse og efter reduktion finder vi, at v tilfredsstiller folgende differential-
ligning:

o (t)t3sint + o' (t) 2t3 cost = 3

Med w = v’ og efter division med t3sint (antag i forste omgang, at 0 <t < T,
s sint > 0) finder vi folgende lineere forsteordens differentialligning

1
w’ + 2cott w = -
sint
Denne lgses v.hj.a. Panserformlen. Vi finder

—cost+ ¢
w(t) = — st
®) sin? t
Ved integration fas sa
1
v(t) = —— +crcott + ¢
®) sint ! 2
Den fuldstendige lgsning til den oprindelige differentialligning er derfor

y(t)=wv(t)tsint =t + cytcost + cotsint

hvor ¢ og co er arbitrere konstanter og t > 0. I forste omgang fas resultatet
kun for 0 < t < w, men det ses ved indsettelse i den oprindelige ligning, at
funktionerne er lgsninger for alle t > 0. De angivne lgsninger udgor ogsa den
fuldsteendige lgsning for t > 0 (hvorfor?)

Opgave 339 Lgs differentialligningen
(1+8)y" +ty —y=3(1+¢°)

idet man forst skal eftervise, aty (t) =1t er en lgsning til den tilsvarende homo-
gene ligning.

Bemseerkning 340 Maple-pakken DEtools indeholder en kommando reduceOrder,
der udforer ordensreduktion, men vel at meerke kun pd den tilsvarende homogene
ligning, uanset om den far en inhomogen ligning. Den ma derfor kombineres med
parametervariationsmetoden.
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11.2 Parametervariationsmetoden

Antag nu, at vi kender to Igsninger y; og yo til den tilsvarende homogene lign-
ing, og at deres Wronskideterminant W er forskellig fra nul. Naturligvis kunne
vi ignorere den ene og blot ggre som ovenfor. Men vi udnytter begge i folgende
metode, hvis slutresultat er en formel for en partikuleer lgsning til den inhomo-
gene ligning (*). Seet y = v1y1 + voy2, hvor nu v1 og v er to nye ubekendte
funktioner. Det kan synes mzerkeligt, at vii denne situation, hvor vi véd mere, in-
troducerer flere ubekendte funktioner, end vi gjorde i ordensreduktionsmetoden
ovenfor. Men vi kan sa tillade os at forlange mere om v1 og v end det, der fglger
af forlangendet om, at y lgser ligning (*). Ved differentiation af y = v1y1 + vaya
fas ¥’ = v1y] + vouh + viy1 + vhye. Vi forlanger nu af vy og vg, at de opfylder
viy1 + voy2 = 0. Hermed er y' = vy} + vays. Efter endnu en differentiation fas
Yy = vyl + vhyh + viy] + vayh. Indseettelse 1 (*) med udnyttelse af, at v1 og
vy tilfredsstiller den homogene ligning, giver a (¢) (vjy] + vhyh) = ¢ (t). Hermed
har vi fundet, at en ngdvendig og tilstraekkelig betingelse for, at y = vyy; +voys
tilfredsstiller (*) er, at funktionerne vjog vy opfylder ligningssystemet

Vit +uvpye = 0
q(t)
viyy + gy = m

Dette ligningssystem har praecis én lgsning, idet systemets determinant er Wronski-
determinanten W for de to lgsninger y; og ys til den homogene ligning, og da
denne blev antaget forskellig fra nul. Lgsningen er

o MW
al) = oW
L n®e®
200 = Lmw

Ved integration og indssettelse 1 y = v1y; + vays fas (nar integrationskonstanter

udelades)
it = (t)/_%dﬁyg (ﬂ/%dt

Hermed har vi en partikuleer lgsning. Den fuldsteendige lgsning er s& som ssed-
vanligt ¥ = yp + c1y1 + c2y2, med to arbitreere konstanter ¢; og ca.
Eksempel 341 Betragt igen for t > 0 differentialligningen

Py =2ty + (P +2)y =13

Det oplyses nu, at bide y1 (t) = tsint og y2 (t) = tcost er losninger til den
tilsvarende homogene ligning. Wronski-determinanten for disse to funktioner er

tsint tcost

_ 2
sint +tcost cost—tsint | t

W (t) =
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der jo er forskellig fra nul, da t > 0. Parametervariationsformlen ovenfor giver
en partikuler lgsning:

t) fsint tcostt3dt+t . tsintt3dt
= S1n ————FC COS -
Yp 2 (—2) 2 (—12)

tsint/cost dt—tcost/sintdt

= tsin®t+tcos’t =t

Den fuldstendige losning er dermed y (t) =t + citsint + cot cost, med to arbi-
treere konstanter ¢ og co, ganske som vi fandt i Eksempel 10.1.

Eksempel 342 Betragt for t > 0 differentialligningen
t(1—tint)y” + (Pt +1)y — (¢t +1)y=e (1 —tnt)’

Det oplyses, at et og Int begge er losninger til den tilsvarende homogene ligning.
Vi vil forst bestemme den fuldstendige lgsning til den givne ligning. Desuden
vil vi bestemme de lgsninger, der har en grenseverdi for t — 07 og specielt den
lgsning, for hvilken denne grenseverdi er nul.

Med y1 = €t og yo = Int fis af parametervariationsformlen efter lidt simpli-
fikation

yp:et/—lntdt+lnt/etdt:et(t—tlnt)—|—lntet

Fuldstendig losning er

y(t) =e' (t—tint) +1Int e +cre’ +calnt
hvor ci,co € R. Da tlnt — 0 for t — 0%, er det ngdvendigt, at co = —1, hvis
limy 04 y (t) skal eksistere. Det er ogsa tilstrekkeligt, da

el —1

—0-1=0

lnt(et — 1) =tint

fort — 0+. Vi har limy—04+ y (t) =0, ndr ca = —1 og ¢c; = 0.



Kapitel 12

Andre Specielle Linesere
Differentialligninger

12.1 Euler-differentialligninger
En differentialligning af typen
at?y” + bty +cy =0

hvor a, b og c er reelle konstanter og a # 0, kaldes en Euler-differentialligning (af
anden orden). Vi skal forudseette, at ¢ > 0. Den kan lgses ved at sette y = t7,
hvor eksponenten r skal bestemmes, sa vi har en lgsning. Ved indsaettelse fas,
idet y' = rt""! og ¥ = r(r—1)t""2, at vi forlanger fglgende opfyldt for alle
t>0

at?r (r — )" 2 4 btrt™ ! +ct” =0

Dette kan skrives
(ar(r—=1)+br+c)t"=0
hvilket er opfyldt netop nar
ar(r—1)+br+c¢=0

Denne ligning har enten to reelle rgdder, én reel dobbeltrod eller to imagineere
rgdder, der er hinandens kompleks konjugerede. Situationen minder unsegteligt
meget om forholdene ved differentialligninger med konstante koefficienter. Man
kan da ogsa i stedet for ved et trick fa overblik over situationen. Szt s = Int,
altsd t = e®. Seet u (s) =y (e®). Sa har vi y (t) = u(Int) og

<
~
—
o+
~

I

1
"(Int) =
o/ (Int) -

1 1
u” (Int) i v (Int) 2

@\
N
—
o+
~
I
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Indsaettes dette i differentialligningen at?y” + bty’ + cy = 0 fas
a(u’ (Int) —u' (Int)) + bu’ (Int) + cu(lnt) =0

Altsa

av” (s) + (b—a)u' (s) +cu(s) =0
Denne ligning har konstante koefficienter. Ved at bruge resultaterne for sadanne
ligninger finder vi folgende resultat:

Saetning 343 Betragt for t > 0 Euler-differentialligningen
at®y” + bty +cy =0

hvor a,b og c er reelle konstanter og a # 0. Lad p(r) = ar? + (b—a)r + c. Sa
geelder:

1. Huvis p har to (forskellige) reelle rodder vy og r9, si er den fuldstendige
lgsning
y(t) = crt™ + cat™

c1,c0 € Rt > 0.
2. Hvis p har en reel dobbeltrod r, sa er den fuldstendige lgsning
y(t) = c1t” + cpt" Int
c1,00 € Rt > 0.

3. Hvis p har to ikke-reelle rodder, A = p+ iv, med v # 0, sd er den fuld-
stendige lgsning

y (t) = et cos (v1nt) + cot” sin (vInt)
ci1,c2 € Rt > 0.
Eksempel 344 Betragt for t > 0 Euler-differentialligningen
t2y" — 4ty’ + 6y =0

Vi seetter y (t) =t", og finder, at r skal opfylde ligningen v (r — 1) —4r+6 =0,
altsi r2 — 5r 4+ 6 = 0. Denne har rodderne 2 og 3. Den fuldstendige losning er
derfor

y(t) = c1t? + cot?

c1,c2 € Rt > 0.
Eksempel 345 Betragt for t > 0 Euler-differentialligningen
t?y" — 3ty +4y =0

Vi seetter y (t) =17, og finder, at r skal opfylde ligningen r (r — 1) —3r+4 =0,
altsi 2 — 4r + 4 = 0. Denne har dobbeltroden 2. Den fuldstendige losning er
derfor

y(t) = c1t? + et Int

c1,c2 € Rt > 0.
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Eksempel 346 Betragt for t > 0 Euler-differentialligningen
t2y" +3ty’ +5y =0

Vi seetter y (t) =17, og finder, at r skal opfylde ligningen r (r —1) +3r+5 =0,
altsé r2 +2r +5 = 0. Denne har rodderne —1 +2i. Den fuldstendige lgsning er

derfor
y (t) = c1t *cos (2Int) + cot ' sin (21nt)

c1,c0 € Rt > 0.

12.2 Bessels differentialligning

Betragt for ¢ > 0 differentialligningen
toH +ty’ + (t2 _ U2)y =0

hvor v er en konstant, kaldes en Bessel-differentialligning efter den tyske as-
tronom og matematiker F.W. Bessel (1784-1846). Den fuldsteendige lgsning er
givet ved

y(t) =c1dy (t) + Yy (1)
c1,c2 € Rt > 0, hvor funktionerne J, og Y, er de sakaldte Besselfunktioner af

fgrste og anden art, henholdsvis.
For god ordens skyld skal vi her give Besselfunktionernes definition.

Definition 347 Nar v ikke er et negativt helt tal settes for alle z € C'
k
IR e
k'F v+k+1)
Néar v ¢ Z settes for alle z € C
Jy (z) cosvm — J_,, (2)

sin v

Y, (2) =
Nar n er et ikke-negativt helt tal seettes

Y. (2) = 1lim Y, (2)

vV—n
Bemszerkning 348 En uendelig sum som den, der optreder i definitionen af

Ju, kaldes en uendelig reekke. Eksponentialfunktionen, sinus- og cosinus-funktionerne
kan udtrykkes ved uendelige reekker pa folgende made

. — ¥
e = >
k=0
) B o (—l)kz2k+1
e = ;;] 2k 1 1)!
B o (_l)szk
CoOsSz = ZW

o~
Il
=
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For at eksemplificere meningen med disse tre udsagn, kan vi tage det midterste.
Meningen er, at for ethvert givet z kan
n k »2k+1
sin z —
S

gores mindre end ethvert givet tal € > 0, nar blot n velges storre end en til

€ svarende veerdi, n.. Tag forst som eksempel z = Z. Vi ved jo i forvejen, at
sinZ = 1, og finder, nir s, (z) = Y0_, é,:ﬁ;,“, at s, (%) = 0.5000000000

med 10 betydende cifre for alle n > 4. Her er brugt Maple, men der findes ogsa
teoretiske metoder til at afgore, hvor mange led man skal tage med i summen
for at opnd et givet antal korrekte cifre. Tag dernaest som eksempel et meget
storre z, nemlig z = 10m + §. Vi har stadig, at sinz = %, men for at opna 10
korrekte cifre i resultatet for s, (z) skal vi have n > 51. Man ser betydningen
af, at udlede egenskaber for sinus-funktionen, i dette tilfelde dens periodicitet,

sa vi kan udnytte, at sin (107T + %) = sin (%)

Saetning 349 Der gelder, at Wronskideterminanten for parret J,, J_,, er givet

ved |
W (T (2),J (2)) = —2S0 )

Tz

og Wronskideterminanten for parret J,,Y, er givet ved

W, ()Y, (2) = =

Tz

Korollar 350 Den fuldstendige losning til Bessels differentialligning kan altid
skrives pa formen

y(t) =cad, (t) + Y, (t)
c1,¢2 € Rt > 0. Narv ¢ Z kan den fuldstendige losning ogsd skrives pd formen

y(t) =crdy (t) + cad ) (t)
c1,c0 € Rt > 0.

Besselfunktionerne J, -l hvor n € Z kan udtrykkes ved sin og cos, eksem-
pelvis er de simpleste af disse ”Besselfunktioner af ulige halv orden” givet ved

J 1(z)= (%) cosz, Ji(z)= (%) sin z

Saetning 351 Besselfunktionerne opfylder folgende rekursionsformel

Jor ()4 i (2) = 20, (2)
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Endvidere geelder

d v _ v
Lra @) = 20
diz (7" (2) = —27"Juy1(2)

De to forste geelder, nar v — 1 ikke er et negativt helt tal, den sidste nar v ikke
er et negativt helt tal. Alle tre gelder ogsd for'Y .

Eksempel 352 Rekursionsformlen for J, kan bruges til at udregne J 3 (2) udfra

kendskabet til J_1 (z) og Jy (2). Vi tager v = % 1 rekursionsformlen og finder

lJ; (2) —J_1(z) = 1 <3> sin z — (3> COoS 2
2z 2 z 2z \ 7z T2
( 2 ) (sinz )
= (= —cosz
Tz z

Lgsningerne til differentialligninger af formen

t2y" +aty’ + (™ 4 )y =0

hvor a,b og m er konstanter, og hvor b # 0,m # 0, kan alle udtrykkes ved
Besselfunktioner.

Eksempel 353 Vi vil fort > 0 og t < 0 finde den fuldstendige lgsning til
differentialligningen
y// 4 t2y =0
1

Vi indforer en ny uafhengig variabel s ved s = %tQ og seetterw (s) = (2s) 1y ((25)%)
altsa y (t) = tTw (%tQ). Ved differentiatioin af det sidste udtryk fés

1 1 1
e (a0) e (37)

1 1 1 1
y'(t) = _Z_Lt_%w (§t2) +2t7 (5152) +t3” <§t2>

Hermed har vi

<
~
—
~+~
~
|

0 = ¥+

- e (i) o () (4 40)« (3
— oyt (Lp Qw” Ty o Xy (L) o ( (L g w (e
- 2 2 2 2 2 16 2

it (s ) s )+ (= 5 ) )

wjeo
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altsd

sdledes, at

hvormed

1 1 1 1 1 1
y (%) —t3w (51&2) = C1t§J_% (§t2) _~_02t§J% (EtQ)

med c1,co € R. I stedet for J

1 kan bruges Y%.
Eksempel 354 Lgsningen af Ricatti-ligningen
y/ _ t2 + y2
kan man ved at sette y (t) = —ZJ(%Z reducere til losningen af ligningen
' +t2u=0

Hermed finder vi folgende lgsninger, geldende for t > 0 og for t < 0:

(

2

o —atiJs (38°) +et? s (31)

attl_y (382) + eath 7y (5)
erly (4) — 2l (37)

[ RN
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Ricatti-differentialligninger

Jacopo Francesco Ricatti (1676-1754) studerede i 1724 ligningen
y/ + ayQ — btm

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) udvidede i 1763 studiet til ligninger af
typen

v =q0 )+ (t)y+ a2 (1) v (R)
Disse kaldes Ricatti-ligninger. Bemaerk, at hvis go (¢) = 0 for alle ¢ € I, s& er
(R) en Bernoulli-ligning, og hvis g2 (t) = 0 for alle t € I, s& er (R) linezer.

Seetning 355 Antag, at qo og q1 er kontinuerte og qo differentiabel med ¢}
kontinuert pa intervallet I. Antag videre, at g2 (t) # 0 for allet € I. Sa gelder,
at hvis y er lgsning til (R) pd I, sd er u = exp (— Ja2 )y (t) dt) lgsning til

Lt
u — (QQ ® Q (t)) u'+qo(t) g (t)u=0 (R2)
g2 (t)
pé I. Omvendt geelder: Hvis u er losning til (R2) pé et interval J C I ogu (t) # 0
forallete J, sqaery= —ﬁ losning til (R).

Bevis. Bemaerk forst, at hvis u = exp (— [ g2 (t) y (t) dt), s& har vi, at u (t) #
0 og vi far ved differentiation, at

W' = o (1) y (£) exp (— [y dt) = )y (D)

altsd y = —ﬁ. Har vi omvendt, at w(t) # 0 pa et interval J og setter

viy = —=—%—, s& har vi &' = —¢o (¢) y () u, hvoraf fas, at der eksisterer en

B(Du’
u = Cexp (-/q2 (t)y (t) dt)

konstant C, sa
145
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Da u (t) #0 pa J, ma C # 0.
Antag nu, at y er lgsning til (R) pa I. Lad u = exp (— a2 (t)y(t) dt). Sa
har viy = _(;;_; og dermed

,  —qeu'u+u' (gou + qau’)
y = 2.2
QU

Dette indseettes i (R), hvorved vi far

—gov'u + v (ghu + qau u’
: Q(ZQ 4 ):(Zo+q1 —— | +q2
qau qa2u

o \2
()

der efter reduktion giver (R2).

Antag omvendt, at u er en lgsning til (R2), der er forskellig fra nul pa J C T.
Lady = —#. Sa har viu = Cexp (— [ g2 () y () dt) med en konstant C' # 0.
Dau’ = Cexp (= [q2 (t)y (t) dt) (—goy) ogu” = Cexp (= [g2 (1) y (¢) dt) (6B3Y° — g5y — 42¢/)
fas ved indsaettelse i (R2) og efter division med den fzelles faktor Cexp (— [ g2 () y (t) dt),
at

(BY* —aby — a2v') — (Zi Eg +aq (t)> (—q2y) + qo (t) g2 () = 0

der efter reduktion og division med g2 giver (R). m

Korollar 356 Vil man lgse Ricatti-ligningen

Y =qo(t) +q1 (t)y+ a2 (t) ¥ (R)

sd finder man forst den fuldstendige losning til folgende lineere homogene dif-
ferentialligning af anden orden

o — (qé (t)
g2 (t)

Er den fuldstendige lgsning u fundet, har man da, at den fuldstendige lgsning
fory er givet ved

fa <t)) W+ g0 (1) g2 (D) u = 0 (R2)

u/

q2u

hvor y er defineret pa et interval pa hvilket u # 0.

Eksempel 357 Betragt for t > 0 differentialligningen

3 3
r_ 2 2,2

Denne er dbenbart en Ricatti-ligning. Differentialligningen (R2) far formen

3 3
u”—;u’—!—t—Qu:O
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eller anderledes skrevet
20" — 3ty +3u=0

Dette er en Fuler differentialligning. Den lgses ved at seette u =t", herved fas,
at r skal opfylde ligningen

r(r—1)—3r+3=0

altsa r? — 4r + 3 = 0, der har rodderne —1 og 3. Dermed er den fuldstendige
losning for u givet ved
u=ct+ C2t3

hvor ¢y og co er vilkdrlige konstanter. Den fuldstendige lgsning til den givne
Ricattiligning er sd
o u eq 4 3ept?

@u  u et +catd

Selv om den fuldstendige losning formelt indeholder to vilkarlige konstanter, sa
er der i realiteten kun én: Ndr co # 0 kan lgsningerne skrives

_C 43
Y= Ct+ e

hvor C = z—; Foruden de lpsninger, der svarer til C € R har vi yderligere
1

- svarende til ca = 0.

lgsningen y =
Eksempel 358 I en omrgrt tank uden gennemstromning foregar falgende re-
versible reaktion mellem stofferne A, B og C:

A+A=B+C

Temperaturen tenkes holdt konstant. Reaktionerne tenkes at vere elementere,
d.v.s. at omsetningshastigheden er proportional med produktet af de reagerende
stoffers koncentrationer, som vi betegner med henholdsvis a,b og c. Begyndelseskon-
centrationerne er ag,by og cg. Hermed finder vi folgende differentialligning for
a:
z—z = —2kqa® + 2ksbc

hvor kiog ko er de sikaldte (stokiometrisk bestemte) hastighedskonstanter. At
der er 2-taller pd begge led pé hgjre side, skyldes, at hver gang et mol B (eller
C) dannes eller omdannes, omdannes eller dannes 2 mol A. Derfor gelder ogsd,
at %a—kb og %a—kb begge er konstante. Lad os kalde disse konstanter for Ky og Ka,
henholdsvis. Med K = K1+ Ko er K den konstante sum af koncentrationerne af
a,b og ¢, altsa lig med ag + bg + co. Vi kan nu eliminere b og ¢ fra differentillig-

ningen og finder
da 9 1 1
E = —2]411& + 2k‘2 (K] — 5&) <K2 — 50,)
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hvilket ogsa kan skrives

da 1

d_t = 5 (k2 — 4k1) a2 — koKa + 2ko K1 Ko (A)

Da koefficienterne til a®,a' og a® er konstante, er differentialligningen (A) sep-
arabel og kan derfor lgses som en sadan. Men ligningen er imidlertid ogsd en
Ricatti-ligning, og dette vil vi udnytte. (Hvis ko — 4k, = 0 er ligningen lineer. Vi
overlader behandlingen af dette specialtilfelde til leseren). Den til (A) svarende
lineeere differentialligning af anden orden er

u’ + kgKU/ + koK1 Ko (kg — 4/€1) u=0

Denne andenordens differentialligning har konstante koefficienter. Karakterlignin-

gen er
M £ koK + koK Ko (kg — 4ky) =0

der har diskriminanten
D = KE2K? —4(ky —4k1) ko K1 K>
= k2 (K — K2)® + 16k ke K1 Ko > 0

De to rgdder er )
e =3 (—kQK + ﬂ_))

Bemerk, at A < 0 altid, og at Ay og ke — 4ky har modsat fortegn. Den fuld-

stendige lgsning er

Ayt At

u = cre + coe” ™

hvor ¢1,ca € R. Den fuldstendige losning til (A) er dermed givet ved

u cidpeMt +eph_er-t
a = — = —
1 (ko — 4k1)u 1 (ko — 4k1) (c1et + coe?-t)
01/\+e%t\/B T g\ _e—3VD
% (kg — 4/€1) (cle%t‘/ﬁ -+ Cge_%t\/ﬁ)
cl)\+e%t\/ﬁ T+l e 3tVD

5 (ko — 4k1) (Cleét\/ﬁ + 026_%“/5)

Med co =0 og c1 # 0 fas den konstante lgsning

LM _kgK—\/ﬁ_a
= = =1
Lk —dk1) ko — 4k

Denne er positiv, da Ay og ko — 4k1 har modsat fortegn. Med c1 = 0 og ca # 0
fas ogsd en konstant lgsning

A _kK+VD
T(ky —dky) ko —4k;

a =
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Nar ko — 4k < 0, har vi ag < 0, sd lgsningen ay er uinteressant i det tilfelde.
Néar ko — 4k, > 0, er as > K, sa lgsningen as er derfor ogsa i dette tilfelde
winteressant. Vi kan derfor forudsette, at c1 # 0. Den fuldstendige lgsning kan
nu med C = ¢ omskrives til

)\+ + C)\_e*t\/ﬁ

L (ky — 4ky) (1 + ce—tﬁ)
QC’\/]__)e_t‘/B

(kg — 4k1) (1 + C’e*t\/ﬁ)

20VD
(k2 = k1) (€ + VD)

a(t) =

= a’l

al +

Vi ser, at a(t) — ay fort — oco. Verdien af C er bestemt af begyndelseskon-
centrationerne.

Bemaerkning 359 Det er meget let at lgbe sur i beregningerne ovenfor. Fol-
gende observation kan hjelpe til at bevare overblikket. Differentialligningen kan

skrives i .

d—j =3 (ko —4kq) (a — a2) (a — ay)
hvor a1 og as blev bestemt ovenfor. Da as < 0 for ko —4k1 < 0 og ag > K =
ag + bg + ¢cg for ko — 4k1 > 0 har vi altid, at %(kg —4ky)(a—a2) < 0. Vi
ser derfor, at % > 0 fora < ay og % < 0 for a > ay. Huis altsa vi starter
med en koncentration ag < ay, sd vil a vokse op mod ay, og vi starter med en

koncentration ag > a1, sd vil a aftage ned mod a;.
Eksempel 360 Betragt for t > 0 Ricatti-ligningen
y/ + y2 — 2t72

Ligningen blev i afsnittet om separable differentialligninger lgst ved et “trick”.
Her bruger vi den ovenfor beskrevne metode. Med y = %~ opfylder u differen-
tialligningen

' —2t72u=0

der ogsa kan skrives
20 — 2u =0

Dette er en Euler differentialligning, og den har den fuldstendige lgsning
u = clt_l + 02t2
hvor c1,co € R. Hermed finder vi

—c1t™2 4 2e0t
Cltfl -+ Cth
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Tages c; = 0 og ¢1 # 0, fis losningen y(t) = —+. De andre losninger (med
ca # 0 ) kan skrives y(t) = t%f:—fllg), hvor K € R. Vi har sat K = _2_; af

hensyn til sammenligningen med det tidligere fundne resultat.



Kapitel 14

Taylorpolynomier og
Raekkeudvikling

14.1 Approksimation ved Taylorpolynomier

Et polynomium i den variable x er et udtryk af formen
AnT™ + ap 12 V.. ayz + ag

hvor koefficienterne ag, a1, ..., a, er tal (enten reelle eller komplekse). Bemaerk,
at eksponenterne til x alle er ikke-negative hele tal. Hvis a,, # 0, vil vi kalde
an, for den ledende koefficient, og sige at polynomiets grad er n. Et polynomium
af 0’te grad er blot et tal ag # 0. Nulpolynomiet er blot udtrykket 0. Nar det
overhovedet tilleegges en grad, siger man at den er —oo.

Eksempel 361 Udtrykkene 223 — z + 11, —72® + 525 + (5+3i)2%2 + 2 og 7
er polynomier i den wvariable x af grader henholdsvis 3, 6 og 0. Udtrykkene
42+ 6271 —8+x+ %:EQ og 522 — 27 er ikke polynomier i den variable x.
Et udtryk med uendeligt mange led som 1 +x + 22 + 23 + 24+ ...+ a2k +.. . er

ikke et polynomium, men kaldes en uendelig rekke.

Et polynomium i den variable = kan naturligvis betragtes som en funktion
af . Som sddan udregnes funktionsvaerdierne seerdeles effektivt og hurtigt, hvis
polynomiet skrives pa Hornerform saledes som fglgende eksempel antyder

p(x) =Ta* + 323 — 1422 + 52+ 87 = (((Tx +3) x — 14) x + 5) 2 + 87

Polynomier er ogsa i andre henseender lette at have at ggre, sa det kan veere
en god idé at erstatte en kompliceret eller naesten umulig funktion f med et
polynomium. Dette forudsatter selvfglgelig, at den fejl man herved begar er af
acceptabel storrelse, altsa ligger indenfor en given tolerance.

151
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Et Taylorpolynomium P,, med udviklingspunkt a er et polynomium af grad
hgjst n, saledes beskaffen, at f og P, har samme afledede i punktet a op til og
med n’te orden. Altsé

f(a) = Pn(a)af/(a):P':{L(a)af//(a)zp'r;/(a)v

V@) = P V(a),f™ (a) = B (a)

Vi ma forvente, at f og P, ligner hinanden meget i omegnen af udviklingspunk-
tet a, jo mere desto storre m er. Ved at skrive det sggte polynomium P, pa
formen

P,(z)=ao+a(z—a)+az(z—a) +...+an(z—a)"

vises det meget let, at koefficienterne a; kan udregnes udfra f efter fglgende
formel

1
ar = Hf(k) (a)

hvor vi bruger den konvention, at den 0’te afledede blot er funktionen selv. Altsa
er det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt a givet ved

Pa@) = f@)+7 (@)~ a)+ 5" (@) (x —a)
bl @) (@ =) ) (a) (2 )

Eksempel 362 Vi vil bestemme bide det tredie (P3) og det fjerde (Py) Tay-
lorpolynomium for sinusfunktionen sin med udviklingspunkt 0. Vi finder, nar
f(z) =sinz, at

f'(z) =cosz, f"(z)=—sinz, f"(z)=—cosz, [P (z)=sinz
Hermed har vi
f(O) =0, f/ (0) =1, f// (0) =0, fm (0) =-1, f(4) (0) =0

Altsé har vi
Py(e) = FO)+ 02+ 3f" (0)2 + 57" (0)2
= xr— —

og da f® (0) =0, har vi Py = Ps.

Eksempel 363 Vi bestemmer det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt 1
for funktionen f givet ved f (x) = 2%2Inz. Vi finder

f(z) = 2zlnz+x
f(z) = 2lnz+3
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Altsé har vi f(1) =0,f (1) =1 og f” (1) = 3. Taylorpolynomiet Py er dermed
givet ved forskriften

P(w) = FQ)+7 )@= 1)+ 3 (1) - 1)?
= (x—1)+g(x—1)2

Eksempel 364 Vivil bestemme det n’te Taylorpolynomium med udviklingspunkt
0 for eksponentialfunktionen exp. Med f (z) = expx = ® har vi, at f*) (z) = e®
for alle k > 0 og x € R. Dermed finder vi, at f*) (0) = 1 for alle k > 0, sdledes
at

1 1 1
P, (z) = f(O)+f’(0)$+§f”(0)$2+gf"’(0)$3+---+Ef(”)(o)wn
S O
- Ty Ty T T

Det er klart af stor interesse at vide noget om stgrrelsen af den fejl, der
begas ved at erstatte en funktion f med dens Taylorpolynomium P, med ud-
viklingspunkt a. Til en vurdering af denne fejl er Taylors ssetning velegnet.

Saetning 365 Taylors Satning. Antag, at f er n + 1 gange differentiabel i
en omegn om a. Sa findes der til ethvert givet x i denne omegn et tal & mellem

T og a, SG
1

(n+1)!

hvor P, betegner det n’te Taylorpolynomium med udviklingspunkt a, d.v.s.

f(z) = Pa(z) + £ () (2 — @)t

Po(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + %f”(a)(x —a)’ + ..+ %f(”)(a)(x —a)"

Bevis. Bevis nummer 1. Vi minder fgrst om den udvidede middelveerdisaet-
ning: Antag, at funktionerne h og g er kontinuerte i intervallet [a, b] og differen-
tiable i Ja, b[. S& findes der et tal £ €a, b], s&

[1(b) = h(a)] g'(§) = [9(b) — g(a)] W'(£).

I den udvidede middelveerdisaetning tager vi h(z) = f(z) — Pn(z) og g(z) =
(r —a)™*1. S& har vi

h(a) = f(a)— Pu(a) =0,k (a) = f'(a) — P,(a) =0,
W'(a) = f"(a)—P!(a) =0,..,h"(a) = f™(a) — P{")(a) = 0,
og for g gaelder tilsvarende g(a) = 0,¢'(a) = 0,¢"(a) = 0, ...,¢™ (a) = 0. Lad
nu z ligge i den omtalte omegn om a. Lad os sige, at * > a. Forste brug af den
udvidede middelvaerdissetning giver nu
h(z)  h(z)—h(a)  H(E)

g(z)  glx) —gla)  g'(&)
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hvor ¢, €]a,z]. Anden brug af den udvidede middelveerdissetning giver

W) _ W(&) = h(a) _ h'(&)

g&)  gE)—ga)  ¢"(&)

hvor &, €la,&,[. Sadan kan fortseettes. Idet gtV (t) = (n + 1)! for alle ¢ far vi
til sidst far vi

h(n) (gn) ( n) — h(n) (a‘) _ h(n+1) (€n+1) _ f(n+1)(£n+1)

9™ (&) (6) —9™(a) — g™HI(Enyy)  (n+ D)

hvor vi altsa har a < &,,,; <&, < ... <& < §; <. Vi har nu vist, at

h(™ (¢
RIS

h(z) _ fr D (€nga)
gz) — (n+1)!

dvs. h(@) = gk FHD(E, )9 (@), alts £ (@) —Pa(e) = by FOD (€ p) (0
a)™. Med € = ¢, er setningen vist.

Beuvis nummer 2. Dette bevis benytter ikke den udvidede middelvaerdisaet-
ning. Betragt for fastholdt x funktionen g givet ved

9(0) = FO+1 () (= 55" (1) (0 = 4507 (1) (2 = 6" 10 () (&~ 1)

g (t) er alts& det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt ¢. Vi finder

g (t):
JW = SO Q@) F O+ 300~ 0@~ 1)+ 57O ) - 1)

L F (@) (@)

1 " 1 n n
" O @ =)+ = O (@) (1) -~ oo

Denne sum er "teleskoperende”: Vi far blot
/ L it n
J )= 5 @ @)
Ved integration heraf fas, idet g (z) = f (z) og g (a) = P, (), at
1 1" n
f@) = Pa@) =9@) —g@ = [ 1O @0 a

Altsa har vi .
f(z) =P, (z)+ % /a f("+1) (t) (z—t)"dt

Dette resultat er Taylors formel med integralrestled. For herfra at fa resultatet
med Lagrange’s restled skal vi bruge fglgende lemma:
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Lemma 366 Lad g og h vere kontinuerte funktioner. Antag, at g ikke skifter
fortegn pd intervallet [a,b]. S eksisterer der et tal £ € [a,b], sd

/h<t>g<t>dt=h<s>/ o (t)dt

|
Bevis. Vi behgver kun at betragte tilfzeldet g (t) > 0 for alle ¢ € [a, b] (men
ikke identisk nul). Vi har

b

hmin/bg(t)dtS/bh(t)g(t)dtghmax/ g(t)dt

Hvoraf fglger
b
h(t)g(t)dt
Lr@ewar
[ g @) dt
Da h er kontinuert, antager den pa intervallet [a,b] enhver veerdi mellem sin
storsteveerdi hpax 0g sin mindsteveerdi hpi,. Altsd findes der et tal € € [a, ], s&

PR g () dt
 Pe@yat

Vi kan nu udnytte dette lemma péa integralrestleddet (idet vi dog tilfgjer
forudseaetningen, at f(™*1 er kontinuert):

% /m f(n+1) (t) (m — t)"dt = if‘(n-i-l) (5) /m (1‘ _ t)n dt — #f(n-i-l) (5) (l‘ - a)n—i-l
|

hmin max

h(€)

n! a (n+1)!

Bemsaerkning 367 Det (n — 1) ’te Taylorpolynomium for den afledede f’ er lig
med den afledede af det n’te Taylorpolynomium for f. Ved differentiation af

Po(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + %f”(a)(x —a)?+ .+ %f(”)(a)(x —a)®

fas nemlig

Pia) = F/(@) + (@)@~ a) + .. + = f) @) (& — )"

(n—1)
men det er jo netop det (n — 1) te Taylorpolynomium for f'

Folgende nyttige resultat kan ofte benyttes i stedet for en direkte vurdering
af restleddet i Taylors formel:

Seetning 368 (Mazx-fejl-setningen) Antag, at f er n+ 1 gange differentia-
bel i et lukket interval I, der indeholder a som et indre punkt. Lad P, vere
det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt a. Da gelder, at hvis
FH) Gkke skifter fortegn andre steder i I end eventuelt i a, sé vokser afvigelsen
|f(z) — Po(x)| med |z —al, og antager altsd sin storsteverdi i et of endepunk-
terne af intervallet I.
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Bevis. Ifglge bemeerkningen ovenfor er P/, det (n — 1)’te Taylorpolynomium
for f/. Med h(z) = f(x) — P,(z) har vi derfor ifglge Taylors ssetning anvendt
pa f’, at der findes et tal £; mellem a og x, s

W(x) = f'(z) = Pp(z) = %f("“) (61) (z —a)"

Heraf fglger med vores antagelse om £+ at h/(z) ikke zendrer fortegn andre
steder end eventuelt i a. Derfor er h svagt monoton til venstre for a og svagt
monoton til hgjre for a. (En funktion h er svagt voksende, hvis z1 < z9 =
f(z1) < f(x2) ). Heraf folger pastanden. m

14.1.1 Anvendelser af Taylorpolynomier

Approksimation af en funktion f ved Taylorpolynomier bruges specielt i til-
feelde, hvor funktionen ikke er szerlig godt kendt, men hvor de afledede i et
givet punkt a er kendte (eller lette at bestemme). Vi begynder med et simpelt
eksempel.

Eksempel 369 Vi vil vurdere den fejl, der begdas ved at erstatte sinx med dets
fierde Taylorpolynomium Py (z) = Ps (z) = x — ””3—7 (med udviklingspunkt 0), nar
lz| < % Vi har, ndr f (z) = sinz, at fO) () = cosx. Derfor har vi med et &
mellem x og 0, at

ETIGE

5
1 s 1.5 1 /1
= leos@llaf < el < 5 (5)

1 ~ —4

= %cos €)2°

|sinz — Py (x)] =

hvor vi har brugt, at |cos ()| < 1. Er vi tilfredse med 3 decimaler i resultatet, kan

vi altsd ersttte sinx med x — ””3—?, ndr |z| < % Eksempelvis finder vi sin 0.5 = 0.
47943 og P, (0.5) = P3(0.5) = 0.47917.

Eksempel 370 Vi vil bestemme det 3. Taylorpolynomium Ps med udviklingspunkt
0 for arcsin og vurdere den fejl, der begds ved at erstatte arcsin x med Ps(x), ndr
2| < 3. Med f = arcsin finder vi

/ 1 -1
e = e )
f”(m) — $(1—$2)72
fm(x) = (1 — 2 -3 + 322 (1 . xQ)*%
@) = 92 (1—962)7% + 1523 (1—m2)*% _ 3x(222+3)
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Hermed har vi f'(0) =1, f”(0) =0, f”/(0) = 1, sdledes at

1
Pi(z) =z + éx‘g
En gure grense for den fejl, der begds ved at erstatte arcsinxz med Ps(x), ndr
lz| < %, kan findes som folger

1

1w gy 1] = 13¢ (2§2+3)x4

4! (1 _ 52)%
)

4
=) =3.7x102
2) 3.7x10

[f(z) — Ps(z)| =

Det kan bemerkes, at den faktiske maksimale fejl er ca. 3 x 1073, altsd bety-
deligt mindre! Ved udelukkende at bruge det i Taylors setning givne restled-
sudtryk er det umuligt at give en bedre vurdering end den vi gav. I dette ek-
sempel kan vi imidlertid bemerke, at f*) (z) # 0 for alle x # 0. Af max-feji-
setningen ovenfor folger derfor, at |f(x) — Ps(x)| er storst for x = :I:%. Veerdien
er |f (%) —P3 (%)| =~ (.002765 altsd ca. 3 x 1073

Eksempel 371 Lgsningen til differentialligningen

y'(t) =2 +y(t)”

med begyndelsesverdien y(0) = 1, kan faktisk findes eksakt, men lgsningen md
udtrykkes v.hj.a. sikaldte Besselfunktioner J, og Y, samt ved brug af gamma-
funktionen T'. Losningen (som er fundet ved hjelp af Maple) ser indviklet ud:

4@w@w—(%)-%(ﬁ+Y (39T (3)%)
(son®m =1 (3)°) 73 (32) + Y3 (32)T (3)°

(Den lgsning, som Maple selv giver, har kun w ikke sgn(t)m. Maple’s losning er
sG kun korrekt for t > 0.) Imidlertid er det let (uden kendskab til den eksakte
losning) at bestemme ligesd mange afledede af losningen it = 0, som man lyster.
Altsa kan man let bestemme Taylorpolynomier for y udfra punktet 0. Vi viser,
hvordan de afledede for t = 0 kan bestemmes direkte udfra differentialligningen
og begyndelsesbetingelsen.

Ved indseettelse aft = 0 i y'(t) = t2 +y(t)? fas y'(0) = 02 +y(0)2 = 1, da
y(0) = 1. Differentiér nu differentialligningen. Vi finder

y"(t) =2t + 2y(t)y' (t)

Indseettelse af t = 0 giver y”(0) = 2 -0+ 2y(0)y’(0) = 2. Differentiér én gang
til. Vi finder

y"'(t) =2+ 20 () (t) + 2y(t)y" (t) = 2+ 2/ (t)* + 2y (t)y" (1)

y(t) = —



158 KAPITEL 14. TAYLORPOLYNOMIER OG REKKEUDVIKLING

Indsettelse af t = 0 giver y"'(0) = 2 + 2y'(0)? + 2y(0)y”"(0) = 8. Differentieres
endnu engang, fas
y @ (1) =4y (t)y" (1) + 29/ (£)y" (1) + 2y(8)y"" (1) = 6y (£)y" (1) + 2y (t)y""(¢)

Indsettelse af t = 0 giver y™(0) = 6y'(0)y"(0) + 2y(0)y”’(0) = 12 + 16 =
28. Man kunne fortsette, men vi standser her. Vi kan nu nedskrive det fjerde
Taylorpolynomium P, for lgsningen y til begyndelsesverdiproblemet

y'(t) =2 +y(t)?

y(0) =1
Vi finder
! 1 " 2 1 " 3 1 (4) 4
Py(t) = y(0) +y(0)t + 557 (0)¢ +o )7 + 7y (0)¢
1 1 1 4 7
= 1+4t+=22+ =83+ =28t =14+t +t>+ =34+ =¢t*.
+t+ 520+ 5880 + 528 4ot

Det ses let, at den femte afledede y®) (t) nodvendigvis ma veere positiv. Derfor
folger of maz-fejl-setningen, at afvigelsen |y(t) — Py(t)| vokser med [t].

Eksempel 372 Lad f vere den funktion, der er givet ved forskriften

flx) = /Om St

Funktionen er altsa givet ved et integral. Dette integral kan imidlertid ikke
udtrykkes v.hj.a. det sedvanlige repertoire af funktioner kendte af alle og en-
hver. Ikke engang Maple kan udtrykke integralet ved brug af dets ret omfattende
repertoire af funktioner. Ikke desto mindre er der ingen tvivl om at f(z) er
seerdeles veldefineret for ethvert x € R. Integranden 5™t er jo en kontinuert
funktion af t. Den har altsa en stamfunktion, og f er netop en sdidan. Med
andre ord vi har
f’(a:) — esinm

Foruden at opfylde denne ligning opfylder f dbenbart ogsd betingelsen f(0) = 0.
Vi er nu i realiteten i samme situation som i eksemplet ovenfor. Vi har en funk-
tion, der opfylder en differentialligning (denne gang af en meget simpel art) og en
begyndelsesbetingelse. Vi kan da let finde Taylorpolynomier med udviklingspunkt
0. Vi vil bestemme det 3. Taylorpolynomium Ps samt vurdere den fejl, der begdis
ved at erstatte f(x) med P3(x), nar x| < §. Vi skal dermed udregne de forste
4 afledede af f. Vi finder

f//(.T) _ esin:zc COS T
f(x) = &M (—sinz + cos’x)
f@(z) = eMcoswsing (3 —sinx)

Hermed fas

f(0) =0,f(0) =1,£"(0) = 1, f"(0) = 1
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Saledes har vi ) .

Piy(z) =z + 5:102 + 6:103
For at vurdere den fejl, der begds ved at erstatte f(x) med P3(x), nar || < g,
skal vi vurdere restleddet i Taylors formel Forst finder vi, for et tal & mellem 0
0g x:

E

reaIGES

|f(z) — Ps(z)] = |Rs(z)| = '

- '%esmg cosEsiné (3 — sin &) z?

1 .
= Eesmg cos € [sin €] |3 — sin&| 2*
I vurderingen vil vi nu bruge trekantsuligheden |a + b| < |a| + |b|, derefter ud-
nytte, at |sin&| < % og |[cos¢| < 1. Vi finder

|f(z) — Ps(z)] < %esmg cos €] [sin €] (3 + [sin€]) 2

< o d) @)

~ 090358 x 1072

Vi kan altsd@ garantere, at den fejl der begds ved at erstatte f(x) med Ps(x)
allerhgjst er 0.9 x 1072, men den er formodentlig en del lavere. Vurderingen kan
afhenge meget af den form den afledede har. Vi kan lave en lidt bedre vurdering
ved at omskrive den 4. afledede ved brug af formlen sin2x = 2sinx cos x:

) 1 .
fW(z) = e cossinz (3 — sinz) = 565“’”5 sin 2z (3 — sinx)
Hermed finder vi den forbedrede vurdering

7(@) ~ Po(a)| < gpe™[sin2e] (34 [sing])

11 13 1\ /7\4
< ——e2 - _ _
= w2t <3+2>(6)
~ 7.8253x 1073

Vi kan sdledes forbedre garantien: Den fejl, der begdas ved at erstatte f(x) med
P3(x) er allerhgjst 0.78 x 1072, men den er stadig formodentligt en del lavere.
Lader man Maple tegne forskellen mellem f og Ps pd intervallet [—%, %] , vil
man se, at den storste forskel er ca. 1.2 x 1073, Den maksimale fejl findes i
et af endepunkterne i overensstemmelse med maa-fejl-setningen, idet f*) () =
e cos xsinx (3 — sinx) ikke skifter fortegn andre steder end i udviklingspunk-
tet 0.
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Eksempel 373 Antag, at det vides, at en funktion f opfylder ligningen
f@)® + f(z) +52 =5 =0 (*)

for alle x € R. Vi vil egentlig gerne lose ligningen for f(z). Dette kan da ogsd
godt lade sig gore (prov med Maple!), idet der er formler til bestemmelse af
rodderne til polynomier af grad op til og med 4. Der er tre lgsninger til vores
ligning. De er alle ret grimme. En af losningerne er reel. Ifolge Maple ser den
saledes ud

1,
flz) = 5 \/540 (1 — ) + 124/2037 — 4050z + 202522
- 2
{/540 (1 — @) + 12,/2037 — 4050z + 202527

Dennes 3. Taylorpolynomium Ps med udviklingspunkt 1 vil vi bestemme. Vi agter
ikke at bruge dette eksplicitte udtryk for lgsningen, men derimod ligning (*). Vi
udnytter, at det kan vises, at der for ethvert x € R er precis én reel losning f(x)
til trediegradsligningen (*). Det ses ved indsettelse af x = 1, at f(1) ma opfylde
ligningen f(1)3 + f(1) = 0. Denne ligning har den reelle losning f(1) = 0. Ved
differentiation af ligning (*) fds

3f(2)*f'(x) + f'(z) +5=0 (**)
altsa opfylder f differentialligningen

3

£ = TT37eR (*2)

Da vi ogsd kender begyndelsesveerdien for f, er vi nu i samme situation som
tidligere. Vi finder umiddelbart, at f'(1) = —5. Ved differentiation af ligning

6f (2)f'(2) + 3f(2)*f"(x) + f"(2) = 0 (***)

Indseettelse of x = 1 giver, at f”(1) = 0. Vi kunne i stedet have differentieret
ligning (**2), men foretrak at undgd broker. Ved differentiation af ligning (***)
fas

6f"(x)? +18f(x) f' (@) f" (x) + 3f (@)* £ () + f""(x) = 0

Indseettelse af x = 1 giver, at f'(1) = 750. Hermed har vi

P3(z) = —5(z —1)+ 125 (z — 1)°
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14.2 Taylorraekker

Lad f veere vilkarligt ofte differentiabel i et interval omkring punktet a. Det n’te
Taylorpolynomium P,, med udviklingspunkt a for f er som set ovenfor givet ved

Po@) = fla)+f (@) (@ —a) + 3 f" (@) (&~ a)
bl @) =) ) (o) (2 )"
= Y@y
k=0

og ifslge Taylors sztning har vi, at der til ethvert givet = findes et tal £ mellem
T 0og a, S

z) =P, (z x) =P, (z 1w z—a)"!
F0) = Palo) + R 0) = Ba (o) + i 90 (60— 0

Her er R, (z) = mf(”ﬂ) (€) (x — a)™*" restleddet i Taylors saetning. Hvis

nu det viser sig, at R, (z) — 0 for n — oo, s& har vi altsa, at P, (z) — f ()
for n — oo. Hvis dette er tilfeeldet, vil vi skrive

F@) =3 (@) (o)
k=0 "

En sadan sum bestaende af uendeligt mange led vil vi kalde en uendelig raekke
(engelsk: infinite series).

Eksempel 374 Udtrykket
= 1 1 1 1
P [T e Ep S
;:o tstEtm oo twt

er en uendelig rekke. Der galder for ethvert n > 0, at

Altsa ser vi, at

for n — oo. Vi skriver derfor



162 KAPITEL 14. TAYLORPOLYNOMIER OG REKKEUDVIKLING

Eksempel 375 Det n’te Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt O for ek-
sponentialfunktionen exp blev ovenfor fundet til

n
2 1‘3 n k

T x
P, (z )—1+x+—+§—|— “+E:kz%_

Vi vil vise, at
_ i =
N = k!
Af Taylors setning far vi, da den (n + 1) ’te afledede af exp er exp selv, at

x 1 n
e — P, (x) =R, (z) = et 1)!6536 +1

hvor & ligger mellem = og 0. Bemerk, at £ vil afhenge af bide x og n. Hermed
har vi, da & < |z|, at

T Pn _ ¢ n+1 =l n+1
= P @) = gy el < e e
Vi vil i et lemma nedenfor vise, at
|x‘n+1 0
—_—
(n+1)!

for n — oco. Nar det er vist, har vi vist, at e* — P, (z) — 0 for n — oo og
k

dermed, at e* =3 1" o 2.
Lemma 376 For ethvert postivt tal a geelder, at “77; — 0 for n — oo.

Bevis. Velg til det givne a et positivt helt tal m, s a < %m Seet b, = “7’:
For n > m har vi
bn+1 _ a < %
bn n+1 " n+17" 2
Ved gentagne brug af denne ulighed fas for alle p > 1

1 1\? 1\” Y
bm+p < §bm+p—1 < 5 bm+p—2 <...< 5 by =27 Pby,

Men af 0 < byyyp < 27Pby,, folger, at byqp — 0 for p — 0o, hvormed vi ogsa har
vist, at b, — 0 for n — co. =

Bemeaerkning 377 Pa ganske tilsvarende made kan vises, at sinx og cosx er
lig med deres Taylorrekker for alle x € R, sdledes at

) B o (—l)k 22k+1
S x = 27(2]{;4_ 1)

k=0
k 22k

o]
cosxr = E
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Desuden gelder, at

oo (_1)k+1
In(l+z)= Zka
k=1

men kun for x € ]—1,1]. Det er ikke overraskende, at vi behgver x > —1,
eftersom In (1 + ) jo kun er defineret for x > —1. Grunden til restriktionen
x <1 er, at den uendelige rekke pa hgjre side er divergent for x > 1, d.v.s. at

n o 1y\k+1
Z ( 1/1 o
k=1

ikke har nogen grenseverdi for n — oo, med andre ord: Den uendelige rekke
kan ikke tillegges nogen vardi for x > 1.

14.3 Generelle raekkeudviklinger for funktioner

En Taylorrackke for en funktion er en uendelig sum af led af formen

Denne raekkes afsnit

n
Zak(w—a)k:a0+a1(m—a)+a2(:zc—a)2+a3(x—a)3+...+an(x—a)n
k=0

er polynomier. Nar det ikke kan lade sig ggre at skrive en given funktion som
en sadan Taylorraekke, kan man evt. lede efter en raekkeudvikling, i hvilken
forekommer led af andre typer end ay (z — a)k. F.eks. blot ved ogsa at tillade
negative eksponenter, altsa negative veerdier af k. Sadanne raekker kaldes Lau-
rentrackker.

14.3.1 Laurentraekker
Eksempel 378 Funktionen f defineret ved f (x) = = for x # 0 har selvfol-

gelig ikke nogen Taylorudvikling udfra 0, idet funktiosﬁréfl tkke kan defineres i 0
uden at den bliver diskontinuert. Funktionen har en singularitet i 0. Imidlertid

har vi, at funktionen g givet ved

ﬁ—% for x#£0
0 for =0

g(z) =

er vilkdrligt ofte differentiabel, og man kan vise, at g (z) er lig med sin Taylor-
reekke udfra O for |x| < w. De forste led i Taylorudviklingen for g er

17T
—x+ 1’ +

s, 31 5 121 73
6" 360

15120° " 604800° T 3421440°

94 ...
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1

sinx

Hermed har vi folgende rekkeudvikling for f (x) =
cans af x og betegnes med csc x):

(der igvrigt kaldes cose-

1 1 1 1 12
=E+—m+iw3+ 5 > T, 75

9
6" " 360 15120°  604800° < 3421440”

sin x

geldende for 0 < |z| < .

Eksempel 379 Der gelder, at arctanx er lig med sin Taylorrekke for —1 <
z<1:

o0 (_l)k L2k+1 B g5 T
t = —t = — 4+ — — — +..
arctan x kz:;) %1 T 3 + 3 - +
For x > 0 har vi, at
—1 ™
arctanx + arctan (z ') = 3
Nir x> 1, gelder at 0 < =" <1, sd vi har
arctans = = — arctanl _T_ i (_1)k (zil)%—i_1
2 = 2k + 1
T o] ( 1)kx—2k—1 T | $_3 $_5 $_7
) ;;] % + 1 R

14.3.2 Fourierraekker

For en periodisk funktion f kan det undertiden vaere nyttigt at have den om-
skrevet til en sum af sinus- og cosinus-funktioner. Der gzlder herom falgende
seetning.

Saetning 380 Lad f vere en stykkevis kontinuert og stykkevis differentiabel
periodisk funktion med periode 2. Sa geelder, hvis f er kontinuert i x, at

fz)= % +Zancosnx+bnsinnx

n=0
hvor koefficienterne er givet ved

1 ™

an, = = f (z) cosnz dx
™)
1 T

b, = — f () sinnz dx
™

—T

I et punkt a, i hvilket f har en diskontinuitet, gelder i stedet, at rekkens sum
er % (limgyq f (2) + limg 4 f () .
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Eksempel 381 Den periodiske funktion f med periode 2w, der pa intervallet
|—m, 7| er givet ved f (x) = x (7 — x), har folgende Fourierrekke

1 ) o0 4(_1)n+1 27'('(— )’I’L+1 )
37r —1—7;) ) CcOS N + - sin nx

Funktionsverdien f (x) er lig med Fourierrekkens verdi for x # 2k + 1) 7, k €
Z.



